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問題 1. X を距離空間, x0 ∈ X とし, f : X → Rが x0 で連続であるとする. このとき f(x0) > 0ならば, あ

る r > 0が存在して, f が Ur(x0) 上で常に正の値をとることを示せ.

解答 ϵ = f(x0) > 0 とすると, f の x0 での連続性より, ある δ > 0 が存在して z ∈ Uδ(x0) ならば

f(z) ∈ Uϵ(f(x0))が成り立つ. ここで, r = δ とすると, z ∈ Ur(x0)ならば f(z) ∈ Uϵ(f(x0)), すなわち

d(f(z), f(x0)) = |f(z)− f(x0)| < ϵ = f(x0)

が成り立つ. このとき,
f(x0)− f(z) ≤ |f(z)− f(x0)| < f(x0)

より f(z) > f(x0)− f(x0) = 0となり, Ur(x0)上で f は常に正の値をとることが示された.

問題 2. X,Y, Z をそれぞれ距離空間とし, f : X → Y , g : Y → Z がそれぞれ連続であるとする. 合成写像

g ◦ f : X → Z について, 次の問いに答えよ.

(i) A ⊂ Z に対して (g ◦ f)−1(A) = f−1(g−1(A))が成り立つことを示せ.

(ii) g ◦ f は連続であることを示せ.

解答 (i) x ∈ (g◦f)−1(A)とすると,逆像の定義より (g◦f)(x) ∈ A. 合成写像の定義より (g◦f)(x) = g(f(x))

であるから,
g(f(x)) ∈ A

が得られる. よって f(x) ∈ g−1(A)であり, さらに x ∈ f−1(g−1(A))を得る. 一方, x ∈ f−1(g−1(A))を仮定

すると, 逆像の定義を順に用いて, f(x) ∈ g−1(A)となり, g(f(x)) ∈ A を得る. よって (g ◦f)(x) = g(f(x)) ∈
Aとなり,

x ∈ (g ◦ f)−1(A)

が得られる. したがって, (g ◦ f)−1(A) = f−1(g−1(A))が成り立つ.

(ii) g ◦ f が連続であることを示すには, Z の任意の開集合 Gに対して (g ◦ f)−1(G)が X の開集合となる

ことを示せばよい. まず, g が連続であることから, Gが開集合ならば g−1(G)も開集合となる. さらに f も連

続なので f−1(g−1(G))も開集合となる. ここで (i)より

f−1(g−1(G)) = (g ◦ f)−1(G)

なので, (g ◦ f)−1(G)は X の開集合となり, g ◦ f が連続であることが示された.
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問題 3. X を距離空間とする. f : X → X が連続のとき,

F = {x ∈ X : x = f(x)}

は閉集合であることを示せ.

解答 F が閉であることを示すにはその補集合 FCが開であることを示せばよい. x ∈ FCとすると, x ̸= f(x)

である. ここで ϵ = d(x, f(x))/2 とすると ϵ > 0 であり, f の連続性を用いると, ある δ > 0 が存在して

d(z, x) < δ ならば d(f(z), f(x)) < ϵが成り立つ. ここで

r = min{δ, ϵ} > 0

とすると, Ur(x) ⊂ FC であることが次のようにして示せる. y ∈ Ur(x)とすると, d(x, y) < r ≤ δ なので, 上

のことから d(f(y), f(x)) < ϵ が成り立つ. ここで

d(x, f(x)) ≤ d(x, y) + d(y, f(y)) + d(f(y), f(x))

< r + d(y, f(y)) + ϵ

≤ ϵ+ d(y, f(y)) + ϵ

= 2ϵ+ d(y, f(y))

より
d(y, f(y)) > d(x, f(x))− 2ϵ = d(x, f(x))− d(x, f(x)) = 0.

よって y ̸= f(y) であり, y ∈ FC である. したがって, Ur(x) ⊂ FC であり, x は FC の内点となる. つまり

x ∈ FC が示され, FC は開集合, すなわち F が閉集合であることが示された.
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