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問題 1. Cを複素数の集合とし, C2 = {x = (x1, x2) : x1, x2 ∈ C}とする. x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ C2

に対して
⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2

と定義する. ただし, z ∈ Cに対して z は z の共役複素数をあらわす. このとき, 次に示す内積の公理をみたす

ことを証明せよ.

(i) 任意の x ∈ C2 に対して ⟨x, x⟩ ≥ 0であり, ⟨x, x⟩ = 0は x = 0と同値である;

(ii) 任意の x, y ∈ C2 に対して ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;
(iii) 任意の x, y ∈ C2 と α ∈ Cに対して ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩;
(iv) 任意の x, y, z ∈ C2 に対して ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

解答 x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ Cとする.

(i) 一般に, z ∈ Cに対して zz = |z|2 であることを用いると,

⟨x, x⟩ = x1x1 + x2x2 = |x1|2 + |x2|2 ≥ 0.

また, この式より, ⟨x, x⟩ = 0 のときは |x1|2 + |x2|2 = 0 となり, x1 = x2 = 0, すなわち x = (x1, x2) =

(0, 0) = 0が得られる. 逆に x = (x1, x2) = 0のときは

⟨x, x⟩ = |0|2 + |0|2 = 0.

よって ⟨x, x⟩ = 0と x = 0は同値となり, (i)が示された.

(ii) 一般に, 複素共役の性質より, z, w ∈ Cに対して

z + w = z + w, zw = z w, z = z

がそれぞれ成り立つことを用いると

⟨y, x⟩ = y1x1 + y2x2 = y1x1 + y2x2 = y1x1 + y2x2 = x1y1 + x2y2 = ⟨x, y⟩.

よって (ii)が示された.

(iii) α ∈ Cに対して αx = (αx1, αx2)となるので,

⟨αx, y⟩ = (αx1)y1 + (αx2)y2 = α(x1y1 + x2y2) = α⟨x, y⟩.
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よって (iii)が示された.

(iv) z = (z1, z2) ∈ C2 とする. x+ y = (x1 + y1, x2 + y2)より

⟨x+ y, z⟩ = (x1 + y1)z1 + (x2 + y2)z2

= x1z1 + y1z1 + x2z2 + y2z2

= x1z1 + x2z2 + y1z1 + y2z2

= ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

よって (iv)が示された.
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