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問題 1. H を内積空間とする. x ∈ H に対して

⟨0, x⟩ = ⟨x, 0⟩ = 0

が成り立つことを示せ.

解答 内積の公理の一つである等式
⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩

において α = 0, x = y とすると, αx = 0x = 0より

⟨0, x⟩ = ⟨0x, x⟩ = 0⟨x, x⟩ = 0.

一方, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩を用いて
⟨x, 0⟩ = ⟨0, x⟩ = 0 = 0.

よって示された.

問題 2. 複素内積空間 H の点 x, y, z ∈ H と α, β ∈ Cに対して

⟨x, αy + βz⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩

が成り立つことを示せ.

解答 内積の公理を用いて計算すると

⟨x, αy + βz⟩ = ⟨αy + βz, x⟩

= α⟨y, x⟩+ β⟨z, x⟩

= α⟨y, x⟩+ β ⟨z, x⟩
= α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩.

よって示された.

問題 3. H を内積空間とし, {xn}, {yn}をそれぞれ x0 ∈ H, y0 ∈ H に収束する H の点列とする. このとき

次の問いに答えよ.

(i) x, y ∈ H に対して |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥が成り立つことを示せ.

(ii) limn→∞ ∥xn∥ = ∥x0∥が成り立つことを示せ.

(iii) limn→∞⟨xn, yn⟩ = ⟨x0, y0⟩が成り立つことを示せ.
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解答 (i) 三角不等式を用いて
∥x∥ = ∥x− y + y∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y∥.

よって
∥x∥ − ∥y∥ ≤ ∥x− y∥

が得られる. 一方,
∥y∥ = ∥x+ y − x∥ ≤ ∥x∥+ ∥y − x∥ = ∥x∥+ ∥x− y∥

より
∥y∥ − ∥x∥ ≤ ∥x− y∥

も成り立つ. したがって
|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥

が得られる.

(ii) (i)を用いて
0 ≤ |∥xn∥ − ∥x0∥| ≤ ∥xn − x0∥.

ここで {xn} は x0 に収束するので limn→∞ ∥xn − x0∥ = 0. よって limn→∞ |∥xn∥ − ∥x0∥| = 0 となり,

limn→∞ ∥xn∥ = ∥x0∥が得られる.

(iii) シュワルツの不等式を用いて

0 ≤ |⟨xn, yn⟩ − ⟨x0, y0⟩| = |⟨xn, yn⟩ − ⟨xn, y0⟩+ ⟨xn, y0⟩ − ⟨x0, y0⟩|
≤ |⟨xn, yn⟩ − ⟨xn, y0⟩|+ |⟨xn, y0⟩ − ⟨x0, y0⟩|
≤ |⟨xn, yn − y0⟩|+ |⟨xn − x0, y0⟩|
≤ ∥xn∥∥yn − y0∥+ ∥xn − x0∥∥y0∥.

ここで,

lim
n→∞

(∥xn∥∥yn − y0∥+ ∥xn − x0∥∥y0∥) = lim
n→∞

∥xn∥ lim
n→∞

∥yn − y0∥+ ∥y0∥ lim
n→∞

∥xn − x0∥

= ∥x0∥ · 0 + ∥y0∥ · 0
= 0.

したがって
lim
n→∞

|⟨xn, yn⟩ − ⟨x0, y0⟩| = 0

となり, limn→∞⟨xn, yn⟩ = ⟨x0, y0⟩が示された.
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