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問題 1. H を内積空間とし, x, y ∈ H とする. このとき, 任意の α ∈ Rに対して

∥αx+ (1− α)y∥2 = α∥x∥2 + (1− α)∥y∥2 − α(1− α)∥x− y∥2

が成り立つことを示せ.

解答 αは実数なので α = αであることに注意して,

α∥x∥2 + (1− α)∥y∥2 − α(1− α)∥x− y∥2

= α∥x∥2 + (1− α)∥y∥2 − α(1− α)(∥x∥2 − 2Re⟨x, y⟩+ ∥y∥2)
= (α− α(1− α))∥x∥2 + ((1− α)− α(1− α))∥y∥2 + 2α(1− α)Re⟨x, y⟩
= α2∥x∥2 + (1− α)2∥y∥2 + 2α(1− α)Re⟨x, y⟩
= ∥αx∥2 + ∥(1− α)y∥2 + 2Re⟨αx, (1− α)y⟩
= ∥αx+ (1− α)y∥2.

よって示された.

問題 2. M をヒルベルト空間 H の空でない閉凸部分集合とし, x ∈ H とする. u, v ∈ M がそれぞれ

∥x− u∥ = ∥x− v∥ = d(x,M)

をみたすとき, u = v であることを示せ. ただし, d(x,M) = infy∈M ∥x− y∥である.

解答 d = d(x,M)とし, u, v ∈ M が ∥x− u∥ = ∥x− v∥ = dをみたすと仮定する. このとき, 平行四辺形公

式より

∥u− v∥2 = ∥(x− v)− (x− u)∥2

= 2∥x− v∥2 + 2∥x− u∥2 − ∥2x− (v + u)∥2

= 2d2 + 2d2 − 4

∥∥∥∥x−
(
1

2
v +

1

2
u

)∥∥∥∥2
= 4d2 − 4

∥∥∥∥x−
(
1

2
v +

1

2
u

)∥∥∥∥2 .
ここで, M は凸なので

1

2
v +

1

2
u ∈ M.
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よって

∥u− v∥2 = 2d2 + 2d2 − 4

∥∥∥∥x−
(
1

2
v +

1

2
u

)∥∥∥∥2 ≤ 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0.

したがって, u = v が示された.

問題 3. M をヒルベルト空間H の空でない閉凸集合とし, x ∈ H, p ∈ M とする. このとき, 次は同値である

ことを示せ.

(i) ∥x− p∥ = d(x,M);

(ii) 任意の y ∈ M に対して Re⟨x− p, p− y⟩ ≥ 0.

解答 ((i) ⇒ (ii)) y ∈ M を任意に一つ固定すると, M が凸であることから, 任意の 0 < α < 1 に対して

αy + (1− α)p ∈ M . ここで, d(x,M)の定義より d(x,M) ≤ ∥x− (αy + (1− α)p)∥. よって

∥x− p∥2 ≤ ∥x− (αy + (1− α)p)∥2

= ∥x− p+ α(p− y)∥2

= ∥x− p∥2 + 2αRe⟨x− p, p− y⟩+ α2 ∥p− y∥2 .

整理して
2αRe⟨x− p, p− y⟩ ≥ −α2 ∥p− y∥2

を得る. ここで, α > 0より, 両辺 2αで割ると

Re⟨x− p, p− y⟩ ≥ −α

2
∥p− y∥2 .

0 < α < 1は任意なので, α → 0として Re⟨x− p, p− y⟩ ≥ 0を得る.

((ii) ⇒ (i)) x = pのときは明らかなので, x ̸= pのときを示す. 任意の y ∈ M に対してRe⟨x−p, p−y⟩ ≥ 0

であるとすると,

0 ≤ Re⟨x− p, p− y⟩
= Re⟨x− p, p− x+ x− y⟩

= −∥x− p∥2 +Re⟨x− p, x− y⟩

≤ −∥x− p∥2 + |⟨x− p, x− y⟩|

≤ −∥x− p∥2 + ∥x− p∥ ∥x− y∥

が得られる. よって, ∥x− p∥ > 0より
∥x− p∥ ≤ ∥x− y∥

となり, ∥x− p∥ = infy∈M ∥x− y∥ = d(x,M)が示された.
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