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問題 1. H1,H2 を同一のスカラーをもつ内積空間とし, T : H1 → H2 を有界線形作用素とする. T の作用素

ノルムを ∥T∥ = sup∥x∥≤1 ∥T (x)∥で定義するとき, 次の問いに答えよ.

(i) ∥T∥ = sup∥x∥=1 ∥T (x)∥が成り立つことを示せ.

(ii) ∥T∥ = inf{K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}が成り立つことを示せ.

解答 (i) 作用素ノルムの定義より, ∥T∥ ≥ sup∥x∥=1 ∥T (x)∥が成り立つことは明らか. 逆の不等式が成り立

つことを示す. ∥z∥ ≤ 1をみたす z ∈ H1 を任意にとる. z ̸= 0のとき,

y =
1

∥z∥
z

とすると ∥y∥ = 1で, さらに z = ∥z∥y より

∥T (z)∥ =
∥∥T (∥z∥y)∥∥ =

∥∥∥z∥T (y)∥∥ = ∥z∥∥T (y)∥ ≤ ∥T (y)∥ ≤ sup
∥x∥=1

∥T (x)∥.

一方, z = 0のときは明らかに
∥T (z)∥ = ∥T (0)∥ = 0 ≤ sup

∥x∥=1

∥T (x)∥.

以上より, ∥z∥ ≤ 1をみたす任意の z ∈ H1 に対して ∥T (z)∥ ≤ sup∥x∥=1 ∥T (x)∥が成り立つ. したがって

∥T∥ = sup
∥z∥≤1

∥T (z)∥ ≤ sup
∥x∥=1

∥T (x)∥.

以上より ∥T∥ = sup∥x∥=1 ∥T (x)∥が示された.

(ii) 作用素ノルムの性質より, 任意の x ∈ H1 に対して ∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥が成り立つ. よって

∥T∥ ∈ {K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}

であり, このことと下限の定義から

∥T∥ ≥ inf{K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}

が導かれる.

逆の不等式が成り立つことを示す. 下限の定義より, 実数列 {Kn} ⊂ {K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}
で limn→∞ Kn = inf{K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}をみたすものがとれる. このとき, 任意の n ∈ N
と x ∈ H1 に対して,

∥T (x)∥ ≤ Kn∥x∥
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が成り立つ. とくに, ∥x∥ ≤ 1をみたす任意の x ∈ H1 に対して

∥T (x)∥ ≤ Kn∥x∥ ≤ Kn

となる. よって
∥T∥ sup

∥x∥≤1

∥T (x)∥ ≤ Kn

が任意の n ∈ Nについて成り立つ. ここで n → ∞とすると

∥T∥ ≤ lim
n→∞

Kn = inf{K ∈ R : ∥T (x)∥ ≤ K∥x∥, ∀x ∈ H1}

となり, 示された.

問題 2. H1,H2,H3 を同一のスカラーをもつ内積空間とし, S : H1 → H2, T : H2 → H3 をそれぞれ有界線

形作用素とする. 次の問いに答えよ.

(i) T ◦ S も有界線形作用素であることを示せ.

(ii) ∥T ◦ S∥ ≤ ∥T∥∥S∥が成り立つこと示せ.

解答 (i) 任意のスカラー α, β と x, y ∈ H1 に対し,

(T ◦ S)(αx+ βy) = T (S(αx+ βy))

= T (αS(x) + βS(y))

= αT (S(x)) + βT (S(y))

= α(T ◦ S)(x) + β(T ◦ S)(y).

よって T ◦ S は線形である. また, S, T はともに有界なので, ある実数K1, K2 が存在して, 任意の x ∈ H1 お

よび任意の y ∈ H2 に対して
∥S(x)∥ ≤ K1∥x∥, ∥T (y)∥ ≤ K2∥y∥

がそれぞれ成り立つ. よって, 任意の x ∈ H1 に対して

∥(T ◦ S)(x)∥ = ∥T (S(x))∥ ≤ K2∥S(x)∥ ≤ K2K1∥x∥.

よって, T ◦ S は有界である.

(ii) 作用素ノルムの定義より,

∥T ◦ S∥ = sup
∥x∥≤1

∥(T ◦ S)(x)∥

= sup
∥x∥≤1

∥T (S(x))∥

≤ sup
∥x∥≤1

∥T∥∥S(x)∥

= ∥T∥ sup
∥x∥≤1

∥S(x)∥

= ∥T∥∥S∥.

よって示された.
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