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問題 1. H1,H2 をそれぞれスカラーを K とする内積空間とし, H1 から H2 への有界線形作用素の全体を

B(H1,H2)であらわす. S, T ∈ B(H1,H2), α ∈ Kとするとき, 各 x ∈ H1 に対して

(S + T )(x) = S(x) + T (x),

(αT )(x) = αT (x)

によって作用素 S + T : H1 → H2 および αT : H1 → H2 を定義する. 次の問いに答えよ.

(i) S + T ∈ B(H1,H2)を示せ.

(ii) αT ∈ B(H1,H2)を示せ.

解答 (i) β, γ ∈ Kと x, y ∈ H1 に対して

(S + T )(βx+ γy) = S(βx+ γy) + T (βx+ γy)

= βS(x) + γS(y) + βT (x) + γT (y)

= β(S(x) + T (x)) + γ(S(y) + T (y))

= β(S + T )(x) + γ(S + T )(y).

よって S + T は線形である. また, S, T は有界なので, あるK1,K2 ∈ Rが存在して

∥S(x)∥ ≤ K1∥x∥, ∥T (x)∥ ≤ K2∥x∥

が任意の x ∈ H1 について成り立つ. このとき,

∥(S + T )(x)∥ = ∥S(x) + T (x)∥
≤ ∥S(x)∥+ ∥T (x)∥
≤ K1∥x∥+K2∥x∥
≤ (K1 +K2)∥x∥

が任意の x ∈ H1 について成り立つので, S + T は有界である. したがって S + T ∈ B(H1,H2)が示された.

(ii) β, γ ∈ Kと x, y ∈ H1 に対して

(αT )(βx+ γy) = αT (βx+ γy)

= α(βT (x) + γT (y))

= βαT (x) + γαT (y)

= β(αT )(x) + γ(αT )(y).
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よって αT は線形である. また, T が有界であることを用いて,

∥(αT )(x)∥ = ∥αT (x)∥ ≤ |α|∥T (x)∥ ≤ |α|K2∥x∥

が任意の x ∈ H1 について成り立つので, αT は有界である. したがって αT ∈ B(H1,H2)が示された.

問題 2. H1,H2, H3 をそれぞれスカラーを Kとする内積空間とし, 作用素の列 {Sn} ⊂ B(H1,H2), {Tn} ⊂
B(H2,H3)がそれぞれ Sn → S0 ∈ B(H1,H2), Tn → T0 ∈ B(H2,H3)をみたすとする. 次の問いに答えよ.

(i) S ∈ B(H1, H2) と T1, T2 ∈ B(H2,H3) に対して (T1 − T2) ◦ S = T1 ◦ S − T2 ◦ S が成り立つことを
示せ.

(ii) S1, S2 ∈ B(H1,H2)と T ∈ B(H2,H3)に対して T ◦ (S1 − S2) = T ◦ S1 − T ◦ S2 が成り立つことを

示せ.

(iii) 合成作用素の列 {Tn ◦ Sn} ⊂ B(H1, H3)について

Tn ◦ Sn → T0 ◦ S0

が成り立つことを示せ.

解答 (i) 合成写像の定義等を用いると, 任意の x ∈ H1 に対して

((T1 − T2) ◦ S)(x) = (T1 − T2)(S(x))

= T1(S(x))− T2(S(x))

= (T1 ◦ S)(x)− (T2 ◦ S)(x)
= (T1 ◦ S − T2 ◦ S)(x)

が成り立つ. よって, (T1 − T2) ◦ S = T1 ◦ S − T2 ◦ S である.

(ii) 合成写像の定義と T の線形性等を用いると, 任意の x ∈ H1 に対して

(T ◦ (S1 − S2))(x) = T ((S1 − S2)(x))

= T (S1(x)− S2(x))

= T (S1(x))− T (S2(x))

= (T ◦ S1)(x)− (T ◦ S2)(x)

= (T ◦ S1 − T ◦ S2)(x)

が成り立つ. よって, T ◦ (S1 − S2) = T ◦ S1 − T ◦ S2 である.

(iii) 合成作用素について ∥T ◦ S∥ ≤ ∥T∥∥S∥が成り立つことを用いると,

∥Tn ◦ Sn − T0 ◦ S0∥ ≤ ∥Tn ◦ Sn − Tn ◦ S0∥+ ∥Tn ◦ S0 − T0 ◦ S0∥
≤ ∥Tn ◦ (Sn − S0)∥+ ∥(Tn − T0) ◦ S0∥
≤ ∥Tn∥∥Sn − S0∥+ ∥Tn − T0∥∥S0∥

ここで, {Tn}は T0 に収束することから, {∥Tn∥}は有界, すなわち, あるM ≥ 0が存在して ∥Tn∥ ≤ M が任

意の n ∈ Nで成り立つ. よって

∥Tn ◦ Sn − T0 ◦ S0∥ ≤ M∥Sn − S0∥+ ∥Tn − T0∥∥S0∥ → 0. (n → ∞)

したがって Tn ◦ Sn → T0 ◦ S0 が示された.
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