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自己紹介
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_

_

_

研究背景(AIと数学)

・近年、ChatGPTを始めとした「生成AI」が普及

・生成AIの多くは「Transformer」という

   深層学習モデルがベース

・最近では、Transformerを数学の計算に

応用する研究が活発に

https://chatgpt.com

Transformerのモデル図
"Attention is all you need”
 (Vaswani et al, 2017)より

4
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- Transformer は ChatGPT (Generative Pre-trained Transformer)

等で使われている深層学習モデル

- Transformerは下記の計算の学習に使われている

 + 最大公約数 (Charton, 2024)

 + 積分 (Lample and Charton, 2020)

 + 行列の計算 (Charton, 2022)

 + グレブナー基底  (Kera et al., 2024)

 + リアプノフ関数 (Alfarano et al., 2024)

計算機代数とTransformer

5

"Attention is all you need”

 (Vaswani et al, 2017)
➔Transformerは数式処理の計算を

 高速化する可能性を秘めている
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Transformerが難しい積分を解いた例
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表は Deep Learning For Symbolic Mathematics (Lample and Charton, 2020) から

𝒇 𝒙  න 𝒇(𝒙)
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__

__

Transformerによる学習

1. 「問題」と「答え」のペアを大量に用意（例：100万個）

2. それらをTransformerに投入し学習

3. 学習結果を元に、新たな問題（入力）に対し答えを出力

答え

問題

学習

答え

問題

𝒏 = 𝟏𝟐 𝒏 = 𝟐𝟐 ⋅ 𝟑

𝒏 = 𝟏𝟒𝟎 𝒏 = 𝟐𝟐 ⋅ 𝟓 ⋅ 𝟕

𝒏 = 𝟐𝟕𝟎 𝒏 = 𝟐 ⋅ 𝟑𝟑 ⋅ 𝟓
⋮ ⋮

𝒏 = 𝟏𝟓𝟎

素因数分解の学習

𝒏 = 𝟐 ⋅ 𝟑 ⋅ 𝟓𝟐

Transformer

データセット

学習後

Transformer
7
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_

データセット生成のパラドックス

時間がかかる計算を学習で高速化するためには

大量のデータセットが必要であるが、

そのデータセット生成には膨大な時間がかかる

数学の計算の学習の問題点

例：計算に１分かかるデータを１００万個作るには

１００万分＝694日かかる。

⇨１秒に高速化できても意味がない

_

・文章の学習と違い、数学の計算のデータベースが不足しがち

⇨ 新たにデータセットを生成する必要がある

8
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次の積分の答えは？

_
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න 𝑥2 tan2 𝑥 + 1 + 2𝑥 tan 𝑥 + 1 𝑑𝑥
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実は…

_
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𝑥2 tan 𝑥 + 𝑥 ′ = 𝑥2 tan2 𝑥 + 1 + 2𝑥 tan 𝑥 + 1

න 𝑥2 tan2 𝑥 + 1 + 2𝑥 tan 𝑥 + 1 𝑑𝑥 = 𝑥2 tan 𝑥 + 𝑥 + 𝐶

から

⇨積分を求めるより、微分を計算した方がデータが準備しやすい
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Transformerが難しい積分を解いた例
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表は Deep Learning For Symbolic Mathematics (Lample and Charton, 2020) から

𝒇 𝒙  න 𝒇(𝒙)
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_

_

_

問題点の解決方法

「問題」から「答え」を作る（標準生成）のではなく

「答え」から「問題」を作る（逆順生成）

問題 答え

𝒏 = 𝟏𝟓𝟎
の素因数分解 𝒏 = 𝟐 ⋅ 𝟑 ⋅ 𝟓𝟐

標準生成

逆順生成

難

易

発表者らの結果

グレブナー基底に対し「逆順生成」を適用し

データセット生成の高速化および学習に成功
12
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連立代数方程式とは

   多項式からなる連立方程式

    代数幾何学や暗号理論など幅広い分野に登場

連立代数方程式の求解

（非線形）連立代数方程式

分解

解を求める=連立方程式を分解する
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連立方程式求解問題 （MP問題）   ※ MP=Multivariate Polynomial

= 𝒏変数𝒎連立方程式の解(𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏)を求める問題

重要な未解決問題

 線形の場合と異なり、非線形の求解アルゴリズムは非常に複雑

   既存のアルゴリズムの最悪計算量は（二重）指数的_

Bernd Sturmfels, “Solving Systems of Polynomial Equations”, CBMS 97 (2002)

未解決問題 = 汎用的かつ高速な求解アルゴリズムの発見 
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MP問題の解決 → 様々な未解決問題の解決

   最適化問題の解決、効果的な制御システムの設計

   耐量子計算機暗号の解読

   効果的な統計モデルの開発、微分方程式の簡単化

研究の意義

新しい数学の理論の構築

計算機
代数

可換
環論

計算したい環の不変量
新しい理論や

アルゴリズムの開発 計算範囲の拡大
新領域の開拓

計算可換環論
のケース

モデルケース：CREST事業「現代の産業社会とグレブナー基底の調和」など
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イデアル = 連立方程式から作れる多項式全体の集合

抽象代数によるアプローチ

𝒇𝟏 … , 𝒇𝒎から生成されるイデアル

 イデアルは整数のように、足し算、掛け算、分解が可能

   連立方程式よりイデアルの方が扱いやすい

準素分解 = イデアルの分解 = 連立方程式の分解

 素因数分解のように、イデアルも分解可能（準素分解）

   準素分解をすることで、連立方程式の解がすべて求まる

⟨𝒇𝟏… , 𝒇𝒎⟩の準素分解

M.F.Atiyah, I.G.MacDonald, “Introduction to Commutative Algebra”, (1969)
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_
代数幾何学における準素分解

イデアル の代数的集合（代数多様体）

𝑰の準素分解

𝑽(𝑰)の既約分解

対応

𝑰 = 𝒇𝟏, … , 𝒇𝒎 ⇒ 𝑽 𝑰 ：𝒇𝟏 = ⋯ = 𝒇𝒎 = 𝟎の解集合

幾何的構造を代数的に分析
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+

準素分解の幾何的対応の例
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準素分解のための計算ツール

グレブナー基底 = イデアルの本質的な情報を持った生成系

𝐋𝐓 𝒇 :  多項式𝒇の先頭項 例： 𝐋𝐓 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚 + 𝟑 = 𝒙𝟐

𝐺が𝐼のグレブナー基底 ∶⇔ ⟨LT 𝐼 ⟩ = ⟨LT 𝐺 ⟩

例： 𝐼 = ⟨𝑥2 + 𝑦2 − 1,2𝑥 + 3𝑦 − 2⟩ に対し、
 𝐺 = {2𝑥 + 3𝑦 − 2, 13𝑦2 − 12𝑦} は𝐼のグレブナー基底

イデアル𝐼の生成系𝐺に対し、

グレブナー基底（に対応）非グレブナー基底（に対応）
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① 計算能力の向上（例：機械学習を計算に利用）

  Transformer = ChatGPT等に使用される深層学習モデル

   代数計算を学習し、高速に処理できるように目指す

   

Transformerで期待されること

出力

多変数多項式暗号（MPKC）

入力

② 応用範囲の拡大（例：耐量子暗号の解読に応用）

 耐量子暗号= 量子コンピュータでも解読が難しい暗号

 連立方程式の求解困難性を利用した暗号
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Transformerとグレブナー基底

データ
セット

Transformer

入力 出力

学習

学習結果に基づき未知の連立方程式に対しても
解を出力できるように汎化する
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暗号の概略

代表的な公開鍵暗号の例                             安全性の根拠

     RSA暗号         素因数分解の困難性

     楕円曲線暗号                                          （楕円曲線）離散対数問題

RSA暗号、楕円曲線暗号は量子アルゴリズムで多項式時間で解読可能

耐量子計算機暗号の例                                 安全性の根拠

    格子暗号         最短ベクトル探索問題

     同種写像暗号                                            同種写像計算問題

 多変数多項式暗号                           多変数二次連立方程式求解問題

（MQ問題）
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多変数多項式暗号分析への応用

データセット = 多変数多項式暗号の連立方程式とその解

Transformerで学習・汎化

期待されるインパクト

 AIによる暗号解読として、AI分野・暗号分野の双方に大きな反響

 他の暗号方式に対しても、Transformerを適応できる可能性

 AIに強い新しい暗号方式を創り出すことができる可能性

実用レベルの暗号を解読
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_

データセット生成のパラドックス

時間がかかる計算を学習で高速化するためには

大量のデータセットが必要であるが、

そのデータセット生成には膨大な時間がかかる

グレブナー基底の学習の問題点

例：1つのグレブナー基底の計算に１分かかる場合、

１００万個作るには１００万分＝694日かかる。

⇨１秒に高速化できても意味がない

_

・文章の学習と違い、グレブナー基底のデータベースは不足

⇨ 新たにデータセットを生成する必要がある

26
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グレブナー基底データセットの逆順生成

「非グレブナー基底」から「グレブナー基底」ではなく

「グレブナー基底」から「非グレブナー基底」を生成

{3𝑥 + 4𝑦 − 3,9𝑥𝑦 + 13𝑦2}

𝑨𝑮

{3𝑥 + 4𝑦 − 3, 𝑦2 + 9𝑦}

問題 答え

非グレブナー基底 グレブナー基底

標準生成

逆順生成

難

易

27
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逆順生成の方法

𝑰: 𝒌[𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏]における𝟎次元イデアル．

𝑮 = 𝒈𝟏, … , 𝒈𝒕
𝑻: 𝑰のグレブナー基底．

𝑭 = 𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔
𝑻 = 𝑨𝑮、ここで𝑨は𝒌[𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏]上の𝒔 × 𝒕行列

1. 𝑭 = 𝑮  ⟹  𝒔 ≥ 𝒏

2. 𝑨の左逆行列が存在  ⟹ 𝑭 = 𝑮

3. 𝑭 = 𝑮  ⟺ ある𝐁 ∈ 𝒌 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏
𝒕×𝒔が存在して、

                       𝑩𝑨 − 𝑬𝒕の各行が𝑮のsyzygy

グレブナー基底 𝑮 に左逆行列を持つ行列をかけることで
非グレブナー基底𝑭 = 𝑨𝑮を大量に生成可能

定理（Theorem 4.6. in [Kera et al. 2024]）

28
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実験結果①「データセットの生成時間」

・逆順生成は通常生成より、高速にデータセットを生成可能

・通常生成の計算時間は指数的だが、逆順生成は２次関数的

29
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_・ℚ[𝒙, 𝒚]の場合、９割越えの正答率

・係数体によって学習の正答率は大きく変わり、

有限体よりも有理数体の方が性能が良い

実験結果②「正答率」

30
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成功例
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成功例
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失敗例

34
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_

グレブナー基底学習の参考論文

先ほどの結果は、2024年12月10-15日にカナダで開催された

国際会議「NeurIPS 2024（旧:NIPS）」で発表した論文

  “Learning to compute Gröbner basis”

（Kera-Ishihara-Kambe-Vaccon-Yokoyama）

から引用している

NeurIPSとは

• 世界最大規模のAI国際会議

• 昨年の論文投稿数は15,671 件

    採択率は25.8%
35
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データセット生成理論の拡張

36

2024年の結果では生成される非グレブナー基底は

元のグレブナー基底よりサイズが大きくないといけない

⇨ 2025年の論文で、理論を拡張

定理（Kera et al, NeurIPS 2025）

<G>が0次元根基イデアルの時、ランダムな行列Aに対し、

Aの行のサイズがGのサイズより大きければ、ほぼ確率1でAGはイ

デアル<G>の基底になる

可換環論的には…

𝒌[𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏]の極大イデアル𝓜からランダムに𝒏 + 𝟏の元をとると

ほぼ確率1でそれは𝓜の基底になる
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CALT

38

- CALT = 数式処理のための機械学習ライブラリ 

    千葉大学の計良-荒川-佐藤によって開発された。 

    https://arxiv.org/abs/2506.08600

- 下記のリンクからCALTを利用可能

    https://github.com/HiroshiKERA/calt

    

https://github.com/HiroshiKERA/calt
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CALTで何ができるか?

39

- CALT はTransformerモデルを用いたPythonライブラリで、数学や

記号計算を学習することができる

- 深層学習の専門家ではない人（例えば数学者）でも、データセット

があれば、気軽に学習を試すことができる

- ユーザーに必要なことは、データセット生成器を定義するだけ

 （または自前でデータセットを用意するだけ。他の数式処理ソフトで

データを生成してもOK）

- CALTは自動でデータセット生成器を呼び出し、並列に計算するこ

とで、膨大なデータセットを生成する。そして、 それらを

Transformerで学習する。詳細は下記のリンクから

https://github.com/HiroshiKERA/calt

https://github.com/HiroshiKERA/calt
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開発者（計良先生）の推しポイント

40

- Linux環境ならインストール・セットアップが簡単

 （3行のコマンド・本質は一行だけ）

- データセット生成と学習を分離している

 （数学の人はデータセット生成だけ書けばいい）

- calt-codebaseで実験テンプレートを与えているので，

部分的な書き換えで即実験可能（GPUがあれば）

CALTのドキュメント

https://hiroshikera.github.io/calt-codebase/quickstart/
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デモノートブック

41

- デモノートブックをクリックすると簡単にスタートできる

https://colab.research.google.com/github/HiroshiKERA/calt/blob/d

ev/examples/demos/minimal_demo.ipynb

* 利用にはGoogleアカウントが必要

https://colab.research.google.com/github/HiroshiKERA/calt/blob/dev/examples/demos/minimal_demo.ipynb
https://colab.research.google.com/github/HiroshiKERA/calt/blob/dev/examples/demos/minimal_demo.ipynb
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Runtime Type を GPU に変更

42
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Runtime Type を GPU に変更

43
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Runtime Type を GPU に変更

44
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_

デモをスタート 

45

Step 2のコードを書き換えれば、好きな数学の計算を学習できる

（デモは多項式の和を学習している）
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デモをスタート 

46

Step 2のコードを書き換えれば、好きな数学の計算を学習できる

（デモは多項式の和を学習している）

CALTの大まかな手順

1. ライブラリのインストール

2. データセットの生成

3. モデルの設定

4. Transformerの学習

5. 結果の表示
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ライブラリのインストール 
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ここをクリックして、calt-x をインストール

もし“Warning: This notebook was not authored by Google”と出た

場合には, “Run anyway” をクリック

上から順に、[  ] をクリックしていくだけでOK
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ライブラリのインストール
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Python パッケージのインポート
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データセット生成器の定義
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多項式の和の設定（今回のケース）
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データセットの生成
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データセットの指定
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データセットを別で作ってアップロードすることも可能



ベースカラー メインカラー アクセントカラー

モデルの設定
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ハイパーパラメータの設定
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学習の開始

56



ベースカラー メインカラー アクセントカラー

成功率の表示
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You can see the success rate of the Transformer learning

 

この場合, Transformerは62.3%の確率で多項式の和に正答
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成功例と失敗例の表示
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成功例と失敗例の表示
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成功例

𝟒𝒙𝟎
𝟐 + 𝟓𝒙𝟏 + (𝟒𝒙𝟏

𝟐 + 𝟏)  -> 𝟒𝒙𝟎
𝟐 + 4𝒙𝟏

𝟐+𝟓𝒙𝟏 + 𝟏

失敗例
𝟒𝒙𝟎𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟎 + 𝟐𝒙𝟎 -> 𝟒𝒙𝟎𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟎 

(Ground Truth: 𝟒𝒙𝟎𝒙𝟏 + 𝟓𝒙𝟎)

失敗した場合にも間違え方に特徴がある
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他の数学の計算の学習
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- 整数や有理数の和、積

- 素因数分解

- 多項式の積、因数分解、微分、積分

など…

データセットさえあれば、誰でも気軽に学習することが可能！
（ただし正答率は高いとは限らない）

答え

学習

問題

𝒏 = 𝟏𝟐 𝒏 = 𝟐𝟐 ⋅ 𝟑

𝒏 = 𝟏𝟒𝟎 𝒏 = 𝟐𝟐 ⋅ 𝟓 ⋅ 𝟕

𝒏 = 𝟐𝟕𝟎 𝒏 = 𝟐 ⋅ 𝟑𝟑 ⋅ 𝟓
⋮ ⋮

素因数分解の学習

Transformer

データセット



ベースカラー メインカラー アクセントカラー

目次
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- 機械学習とデータセット生成の概要

- グレブナー基底について

- グレブナー基底の学習

- 数学計算のための機械学習ライブラリ「CALT」の実演

- まとめ
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 Transformerは近年、数式処理の計算に応用されている

  学習にはデータセット生成が重要

  数学的な理論を活用することで、

  データセットを効率良く生成することが可能

  CALTを使えば、データセットを作るだけで誰でも気軽に

  Transformerに学習させることが可能

まとめ

62
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                  𝒇  ( 𝒙 )                                                                   ∫  𝒇 ( 𝒙 )


  𝒏 = 𝟏 𝟐


  𝒏 =  𝟐 𝟐 ⋅ 𝟑


  𝒏 = 𝟏 𝟒 𝟎


  𝒏 =  𝟐 𝟐 ⋅ 𝟓 ⋅ 𝟕


  𝒏 = 𝟐 𝟕 𝟎


  𝒏 = 𝟐 ⋅  𝟑 𝟑 ⋅ 𝟓


  ⋮


  ⋮


  𝒏 = 𝟏 𝟓 𝟎


  𝒏 = 𝟐 ⋅ 𝟑 ⋅  𝟓 𝟐


  ∫   (   x 2  (      tan 2 ⁡   ( x ) + 1 ) + 2 x   tan ⁡   ( x ) + 1 ) d x  


     (   x 2   tan ⁡   ( x ) + x ) ′ =  x 2  (      tan 2 ⁡   ( x ) + 1 ) + 2 x   tan ⁡   ( x ) + 1


  ∫   (   x 2  (      tan 2 ⁡   ( x ) + 1 ) + 2 x   tan ⁡   ( x ) + 1 ) d x   =  x 2   tan ⁡   ( x ) + x + C


                  𝒇  ( 𝒙 )                                                                   ∫  𝒇 ( 𝒙 )


  𝒏 = 𝟏 𝟓 𝟎


  𝒏 =


  𝟐 ⋅ 𝟑 ⋅  𝟓 𝟐


  𝒏


  𝒎


  (  𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 )


   𝒇 𝟏 … ,  𝒇 𝒎


    ⟨ 𝒇 𝟏 … ,  𝒇 𝒎 ⟩


  𝑰


  𝑽 ( 𝑰 )


  対 応


  𝑰 =  ⟨   𝒇 𝟏 , … ,  𝒇 𝒎 ⟩ ⇒ 𝑽  ( 𝑰 ) ：  𝒇 𝟏 = ⋯ =  𝒇 𝒎 = 𝟎


  幾 何 的 構 造 を 代 数 的 に 分 析


  +


  𝐋 𝐓  ( 𝒇 ) :   多 項 式 𝒇


  𝐋 𝐓  (   𝒙 𝟐 + 𝟐 𝒚 + 𝟑 ) =  𝒙 𝟐


  G


  I


  : ⇔


  ⟨ LT  ( I ) ⟩ = ⟨ LT  ( G ) ⟩


  I = ⟨  x 2 +  y 2 − 1 , 2 x + 3 y − 2 ⟩


                      G = { 2 x + 3 y − 2 ,   13 y 2 − 12 y }


  I


  I


  G に 対 し 、


   {  3 x + 4 y − 3 , 9 x y + 13  y 2 }


  𝑨 𝑮


   {  3 x + 4 y − 3 ,  y 2 + 9 y }


  𝑮


  𝑰
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  𝟎
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  𝑰
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  𝑨


  𝒌 [  𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 ]


  𝒔 × 𝒕


   ⟨ 𝑭 ⟩ =  ⟨ 𝑮 ⟩   ⟹   𝒔 ≥ 𝒏


  𝑨


  ⟹


   ⟨ 𝑭 ⟩ =  ⟨ 𝑮 ⟩


   ⟨ 𝑭 ⟩ =  ⟨ 𝑮 ⟩   ⟺


  𝐁 ∈ 𝒌    [   𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 ]  𝒕 × 𝒔


  𝑩 𝑨 −  𝑬 𝒕


  𝑮


  𝑮


  𝑭 = 𝑨 𝑮


  ℚ [ 𝒙 , 𝒚 ]


  𝒌 [  𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 ]


  𝓜


  𝒏 + 𝟏


  𝓜


   (  𝟒  𝒙 𝟎 𝟐 + 𝟓  𝒙 𝟏 ) + ( 𝟒  𝒙 𝟏 𝟐 + 𝟏 )


  𝟒  𝒙 𝟎 𝟐 + 4  𝒙 𝟏 𝟐 + 𝟓  𝒙 𝟏 + 𝟏


   (  𝟒  𝒙 𝟎  𝒙 𝟏 + 𝟑  𝒙 𝟎 ) + 𝟐  𝒙 𝟎  


  𝟒  𝒙 𝟎  𝒙 𝟏 + 𝟑  𝒙 𝟎    


  𝟒  𝒙 𝟎  𝒙 𝟏 + 𝟓  𝒙 𝟎


  𝒏 = 𝟏 𝟐


  𝒏 =  𝟐 𝟐 ⋅ 𝟑


  𝒏 = 𝟏 𝟒 𝟎


  𝒏 =  𝟐 𝟐 ⋅ 𝟓 ⋅ 𝟕


  𝒏 = 𝟐 𝟕 𝟎


  𝒏 = 𝟐 ⋅  𝟑 𝟑 ⋅ 𝟓
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