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1 グレブナー基底
1.1 単項式順序

• kを標数 0の体.

• x = {x1, . . . , xn}.
• S = k[x] = k[x1, . . . , xn].

• M(x)を xの変数からなる単項式全体の集合.

• a ∈ Zn
≥0 について, xa = xa1

1 xa2
2 · · ·xan

n .

• 基本的にイデアルは斉次イデアルを考える.

Definition 1.1 (単項式順序). ⪯をM(x)上で定義される全順序で以下の条件を満たすとする.

1. 単項式m1,m2,m3 について, m1 ⪯ m2 ならば, m1m3 ⪯ m2m3 を満たす;

2. 1 ∈ M(x)が最小元である.

このような条件をみたすM(x)上の順序を単項式順序という.

Remark 1.2. 以降は x1 ⪰ . . . ⪰ xn を仮定する.

Definition 1.3 (辞書式順序). 以下のように定義される単項式順序を辞書式順序 (lexicographic

order, lex order)と呼ぶ:

xa ⪯ xb def⇐⇒ ai ̸= bi を満たす最小の i について, ai < bi が成り立つ.

Definition 1.4 (次数付き逆辞書式順序). 以下のように定義される単項式順序を次数付き逆辞書式
順序 (degree reverse lexicographic order, revlex order)と呼ぶ:

xa ⪯ xb def⇐⇒ (|a| < |b|) または (|a| = |b| かつ ai ̸= bi を満たす最大の i について, ai > bi).

ただし, |a| =
∑

ai.

Example 1.5. S = k[x1, x2, x3]. u = x1x
2
2x3 と v = x4

2 を比べる.

辞書式順序 : u ⪰ v

次数付き逆辞書式順序 : u ⪯ v

1.2 イニシャルイデアル
Definition 1.6 (先頭項). 多項式 f ∈ S について, f に出てくる項の中で単項式順序 ⪯に関して最
も大きい項を in⪯(f)と書き, f の先頭項と呼ぶ.

Definition 1.7 (イニシャルイデアル). イデアル I ⊂ S について,

in⪯(I) := (in⪯(f) | f ∈ I)



を I のイニシャルイデアルと呼ぶ.

1.3 グレブナー基底
Definition 1.8 (グレブナー基底). I:イデアル, ⪯:単項式順序について,

G = {g1, . . . , gt} ⊂ I が
in⪯(I) = (in⪯(g1), . . . , in⪯(gt))

を満たすとき, G は I の ⪯に関するグレブナー基底であるという.

Example 1.9.
I = (x1x3 − x2

2, x2x3 − x2
3).

⪯:辞書式順序.

in⪯(I) = (x1x3, x2x3, x
3
2).

グレブナー基底は
G = {x1x3 − x2

2, x2x3 − x2
3, x

3
2 − x2

2x3}.

Proposition 1.10. I:イデアル, ⪯:単項式順序.

in⪯(I)に属さない単項式全体の集合は, k-ベクトル空間としての S/I の基底になる.

Proof. G を I のグレブナー基底.

(生成):f + I について, division algorithm(軽く説明する)で f に in⪯(I) の単項式が無いようにでき
る.

(1次独立):1次結合が I に入るなら, in⪯(I)の単項式が出てきて矛盾.

剰余環 S/I のヒルベルト関数を

HF(S/I, d) = dimk(S/I)d

で定め, ヒルベルト級数を以下のように定める:

HS(S/I; t) =
∑

i∈Z≥0

dimk(S/I)it
i.

Corollary 1.11. HS(S/I; t) = HS(S/ in⪯(I); t).

2 Borel-fixed単項式イデアル
2.1 Borel-fixed単項式イデアル

• GLn(k):可逆な n× n-行列全体 (一般線形群).

• Bn(k):可逆な上三角行列全体 (ボレル部分群).



α = (αi,j) ∈ GLn(k)と f(x1, . . . , xn) ∈ S について,

α · f = f(α · x1, . . . , α · xn) (α · xj =

n∑
i=1

αi,jxi)

で GLn(k)が S に作用しているとする.

α ∈ GLn(k)と I ⊂ S について,

α · I = {α · f | f ∈ I}

とする.

Definition 2.1 (Borel-fixed単項式イデアル). 単項式イデアル I が Borel-fixedであるとはすべ
ての α ∈ Bn(k)で, α · I = I が成り立つことである.

Proposition 2.2. J ⊂ S:単項式イデアル. J が Borel-fixedである ⇐⇒ J に属する単項式mが
xj で割り切れるとき, 全ての i < j で (xi/xj)m ∈ J が成り立つことである.

Example 2.3. J = (x2
1, x1x2, x

3
2, x1x

3
3).

2.2 ジェネリックイニシャルイデアル
Lemma 2.4. I: イデアル, ⪯: 単項式順序を固定. GLn(k) を n2 次元のアフィン空間だとみなす.

あるザリスキ開集合 U ⊂ GLn(k)が存在して, 任意の α ⊂ U で in⪯(α · I)が同じになる.

Definition 2.5. あるザリスキ開集合 U ⊂ GLn(k)が存在して, in⪯(α · I)が同じになるようなイニ
シャルイデアルをジェネリックイニシャルイデアルと呼び, gin⪯(I)とかく.

Theorem 2.6 ([1]). gin⪯(I)は Borel-fixed単項式イデアルである.

2.3 lexsegmentイデアル
Definition 2.7 (lexsegmentイデアル). ⪯:辞書式順序, J :単項式イデアル. J に属する任意の単項
式 mについて, deg(m) = deg(m′)かつ m ⪯ m′ が成り立つ全ての単項式 m′ が再び J に属すると
き, J を lexsegmentイデアルと呼ぶ.

Example 2.8. J = (x2
1, x1x2, x1x

2
3, x

4
2).

Remark 2.9. Lexsegmentイデアルは Borel-fixed単項式イデアルである.

Theorem 2.10 (Macaulay’s Theorem). 任意の斉次イデアル I に対して, HS(S/I; t) = HS(S/J ; t)

を満たす lexsegmentイデアル J が一意に存在する. さらに, 任意の d ≥ 0に対して, J の次数 dの
極小生成元の個数は他のどの単項式イデアルの次数 dの極小生成元の個数よりも等しいか多い.

skech of proof. Ld ⊂ Sd を |Ld| = HF(S/I; d)となるように lexsegmentにとる.

L =
⊕

Ld.



I ⇝ gin⪯(I)でヒルベルト級数を変えずに Borel-fixed単項式イデアルに変換し, Borel-fixed単項式
イデアルの中で比較しながら Lがイデアルであることとそれの極小生成元の数を考える.

3 ジェネリックイデアル
3.1 ジェネリックイデアル

• I = (f1, . . . , fs).

• deg(fi) = di ≥ 1.

生成系の各 fi は次数 di の単項式の一次結合でかけるので, aj,k ∈ kとして

f1 = a1,1x
d1
1 + a1,2x

d1−1
1 x2 + · · ·+ a1,r1x

d1
n

...

fs = as,1x
ds
1 + as,2x

ds−1
1 x2 + · · ·+ as,rsx

ds
n

という形でかける.

ここで ri =
(
n+di−1

di

)は di 次単項式の個数であり, N =
∑s

i=1 ri とする.

係数 aj,k を並べて a ∈ AN
k の点と対応させることでイデアル I を点 a ∈ AN

k と対応させることが
できる.

I = (f1, . . . , fs) ↔ a ∈ AN
k .

AN
k のザリスキ開集合 U が存在して, U の点に対応するイデアル全てで同じ性質を共有するとき, そ
の性質はジェネリックなイデアルで成り立つといわれる. 例えば以下のような性質が知られている.

Lemma 3.1 ([3, Theorem 1]). n, s, d1, . . . , ds を固定する. 稠密なザリスキ開集合 U ⊂ AN
k が存在

して, U の各点 aに対応するイデアル I でヒルベルト級数 HS(S/I)が同じになる.

以下の予想は Fröberg 予想として知られている.

Conjecture 3.2 ([2]). n, s, d1, . . . , ds を固定する. Lemma 3.1で記述されているジェネリックな
イデアル I について, ヒルベルト級数 HS(S/I; t)は |

∏s
i=1(1−tdi )

(1−t)n |になる. ここで, |
∑∞

i=0 ait
i|は bi

を以下のように定義された形式的冪級数∑∞
i=0 bit

i である:

bi =

{
ai (aj > 0 for all j ≤ i)

0 (otherwise).

また, イニシャルイデアルに関しても Lemma 3.1 と同じような補題がある.

Lemma 3.3 (See, e.g., [5]). 単項式順序 ⪯を固定する. 稠密なザリスキ開集合 V ⊂ AN
k が存在し

て, V の各点 aに対応するイデアル I でイニシャルイデアル in⪯(I)が同じになる.

Definition 3.4. J を単項式イデアルとし, ⪯を次数付き逆辞書式順序とする. J の極小生成系にあ
る任意の単項式mについて, deg(m) = deg(m′)かつm ⪯ m′ が成り立つ全ての単項式m′ が再び J

に属するとき, J は weakly reverse lexicographic であるという.



以下の予想はMoreno-Soćıas 予想として知られている.

Conjecture 3.5 ([4]). n, s, d1, . . . , ds を固定する. Lemma 3.3 で記述されているジェネリック
なイデアル I について, 次数付き逆辞書式順序に関する I のイニシャルイデアルは weakly reverse

lexicographicである.

Lemma 3.1と Lemma 3.3 で記述されている稠密なザリスキ開集合 U と V は V ⊂ U であるが一
般には等しくない. 今後, U の点に対応するイデアルを U -ジェネリックイデアルと呼び, V の点に対
応するイデアルを V -ジェネリックイデアルと呼ぶことにする.

4 自分の結果
Moreno-Soćıas 予想を辞書式順序へ類推した場合を考えてみる. weakly reverse lexicographic イ
デアルの辞書式順序版として lexsegmentイデアルを使う.

Theorem 4.1. n, s, d1, . . . , ds を固定し, 単項式順序を辞書式順序とする. ある点 a ∈ U が存在し
て, aに対応する I のイニシャルイデアルが lexsegmentならば, V -ジェネリックイデアルのイニシャ
ルイデアルは lexsegmentである.

Theorem 4.1を使って, V -ジェネリックイデアルのイニシャルイデアルが lexsegmentになるよう
な状況を見つけることができた.

Corollary 4.2. 体 kの標数を 0とする. n, sと di が以下のうちのどれかひとつの条件を満たすな
らば, V -ジェネリックイデアルの辞書式順序に関するイニシャルイデアルは lexsegmentである.

• n = 3, s = 2, and 2 ≤ d1, d2 ≤ 3.

• n = 3, s = 3, and 2 ≤ d1, d2, d3 ≤ 3.

• n = 4, s = 3, and 2 ≤ d1, d2, d3 ≤ 3.

他にも V -ジェネリックイデアルのイニシャルイデアルを計算する方法を考案した.

Definition 4.3. tを xとは共通部分を持たない別の変数の集合とする. ⪯t と ⪯をそれぞれM(t)

とM(x) 上の単項式順序とする. u1, u2 をM(t) の単項式とし, v1, v2 をM(x) の単項式とする.

M(t ∪ x)上の単項式順序 ⪯′ を以下のように定める:

u1v1 ⪯′ u2v2
def⇐⇒ v1 ⪯ v2 または (v1 = v2, かつ u1 ⪯t u2).

単項式順序 ⪯′ をM(t ∪ x)上の逆ブロック順序と呼ぶ.

以降, M(t ∪ x)上の単項式順序 ⪯′ は逆ブロック順序とし, ⪯′ をM(x)上の単項式順序に制限し
た ⪯はM(x)の単項式順序として考えていたもの (ここでは特に辞書式順序)とする.また, 多項式
g ∈ k[t, x]について, LM⪯(g)は g を k[t][x]の元として見たときの, M(x)の単項式順序 ⪯に関して
の先頭単項式とする. つまり LM⪯(g)はM(x)の単項式である.



Theorem 4.4. I ′ を k[t, x]のイデアルで

F1 = t1,1x
d1
1 + t1,2x

d1−1
1 x2 + · · ·+ t1,r1x

d1
n

...

Fs = ts,1x
ds
1 + ts,2x

ds−1
1 x2 + · · ·+ ts,rsx

ds
n .

で生成されているとする. G を逆ブロック順序 ⪯′ に関する I ′ のグレブナー基底とする. このとき,

{LM⪯(g) | g ∈ G}で生成される k[x] の単項式イデアルは V -ジェネリックイデアルの, 制限した単
項式順序 ⪯ に関するイニシャルイデアルになっている.

Theorem 4.4を使って, U -ジェネリックイデアルの中でイニシャルイデアルが lexsegmentになる
ような例は存在しないことを特定の状況下で示した.

Corollary 4.5. 体 kの標数を 0とする. n = 4, s = 2, d1 = d2 = 2のとき, 点 a ∈ U で, 対応する
イデアルの辞書式順序に関するイニシャルイデアルが lexsegmentになるような aは存在しない.
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