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ー
→EhhareTheory
Pcik凸多面体い整凸多面体であるとは P の頂点 がの 点 であると=

｡ ① P , dimp = d とする｡整凸多面体P が 反射的多面体であるとは､
P* ュ { xELRd : Cxは >≤ し VYEPY
もまた整凸多面体 になるときにいう

Epiu ] = \ np へ ad = aand+ ad-ynd” … + Ao (NER0 ) Ehrhar+ 多項式
Facts
(i ) A 0

= 1
,
ad = Vol (P ) , Ad- 1 =ZVol (2か

(i;) n (PJP) Λ Rd = (リ
p (-u)( Ehrhart- Maclonald reaiprocity )

(ii) P が 反射的多面体印 u= 5 )
@ Fp(r-リ

け 臨 p ビ= り

tµ
*it)

h* _多項式

Facts

(i ) ho*L, ht =1pral -(at 1 ) .5t = 11か 2 P ) n 2al
(i;) h:

*
ε 2ao (Stanley )

Liii ) P が反射的多面体所= ;t ; (Hibi )
( :v
)Epin ) =ho( \ thit\nt型 |… ( ) →VolCP

にhat
Remark

d= 2 とすると Pick の 公式 を得る

eg.
i

Ep (n) = 2h
㎡

tant ｣

p(t= ちな ttり
>
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多項式 の根

十 (rい = ‰aix" G: GIR

｡ f(x ] がreal-rootedである εは) の 根がすべて 実数であるときにいう
｡ 十 (x) が log - concave であるとは Ki ≤ d-｣ に 対してzGi - iait｣ が 成立するときにいう
｡ f (x) が Unimodal であるとはある K が在してGoaA ､ E … ≤ AKニ … 2 ad が 成立するときにいう

Facts
(i) real - rooted ⇒ log-concave
({:) log-concavets G: 30 ⇒ unimadal

特に ､ Ai = Ad= : も i のとき

Idy
十 1x = 臨 γ :( x+17

d-“
x
,

γ
臨”γixi｢ 一多項式

｡ 十 ix) が γ~ Positive である Eは ､ γ i ュ O であるとまにいう ｡

中 が integerdrcounpositionProperty(IDP ) をもとは
もnal , taEnpod に対 してヨまい… 2ntPodが 存在して

このはい + よいが 成 り立 っときにいう

Conjectare (Stanley )
PがをD 叩 をもっ⇒ 能_ vector は unimola )

Theorerm (Aditrasito ,Papadakis ,Petrotou and Steinmeyer )
Pが Gobensten かつをもつ⇒h * -veator は Unimodal



Interlacing
十

, g ← 1RIt3 ､{α :{ そそれぞれ g の根とする

fig が interlace するとは

got - - α ､ <β ､ <α2 <βas -

が 成 り 立 っときにいう

Thearews

けいたを -positive な多項式 ､degz = degった ( o) < な Co ) tO

おいよるをすいたの子一多項式とする

It ras γ , then tなぐ ti

Lemma
い ) け ≤ 8 ､ Lc (f) . Lc (8) 20 .

ac 20

It adabo then laxtb ] ft [czed) g is real -rooted

(2 ) fag , Lc (t1 . Lc (8) 0 , h =aft (bxec) g
Then hag 5 LeCh] asign E A の sign が 同 じ

Facts

しり r - Positive な多項式力 が real - rooted
印子一多項式が real- rooted



Ehrhart 多項式 の magicPosi ャve性

Eplu 川 = ‰ aini (nt 1 l 9
- i

If Go .
-

. Ad 20 then we call Epinl magic Pos:tive

Theorem

Ehrhart 多項式 が magic Positive
⇒ Ehrhart Positive かいん

*多項式 は real - rooted

Remark
一般に ､magcPositive は 多項式に 対して定 できる

､

Fact
(1 ) A 0 = 1, ad =1()へ a ｣､ Aot+ ad = Vol ( P 1
(2) Pが 及射的多面体 5 Ai = ad: Vi
[ 3] zonotope , Pitman - Stanley polytope are mag?e Positive

Remark
It Vollplal then Fplul is not magie positive
It P is reflexive and VolCplc2 then Eplul is nos magic positve



StasheffPolytope の Ehrhart多項式の magcpositive性

Std = Eonv ( { ±世 iilsisd { U { eit… せgi ≤ i - ; sd 4 )
Std は次元 d の 反射的多面体 になる
St*d を Stasheff polytope と 呼ぶ

Theorem
EStu (n \ = (Int 1 ) Esttu \n )-な n\nt りEsiaz (n )

( skeech )
A = Stt-+×£~ 1 . 1] \St*d

Im = { [2Y) EIR?: 1sh-max{ m.ol ､ Yan 2tyon - max {mcogf
⇒ { 2YJE 1 :x 20､ φZ 0 . xtyeng

Am = ( “inSt-z の { (x､ La-z) E 1Rt : xi+ … 7 xa-2 =\\\
綱

A :

UnamanAm n Rd
-'

= n Stasn Rd
- 2

Theonem

Est*a( n) ismagiapositive.
(pf)

Est*a \nに inEsta ､lnに £ nEsta _､ \ n \+\ n + リ(Est “､ \ n\ - inEsida \nl)
Est*o [ul = 1

, Est*､ (n ] = Znt 1

Eat* zInl -InEinint)InlIn
st"mincu
+nlnltint

" (Ese * llEst *(nl-in Immmm(
utiyez'



Ehrhart 多項式 の 根

P : d次元反射的多面体

P が 反射的多面体印 = JFp ( - n-リ
P が CLPolytope であるとは､ EpC｣ のすべての根の 実部 が 一式 になるときにいう

Theorem /

If roots of httlellie on unit cinde then P is cl posytope

Theorem 2

f . g . hEIR[t }
,degf =deggt にdeght ､ f.gh は E - Areciproy を 満たす

fit = の2ctsgcx)t β hCzxs ｢ αβ 20 ]
tig が B - interlaced 所 3 geh が R -interlaced

eg .

.
Ep (h] =2htznt )
h*pit=ぜ 2せり = (tt”

>

1 1

Ep (h) の 根は ｢ ままざら
1


