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グラフと辺着色グラフ



グラフ
定義

• グラフとは，頂点集合 𝑉 と頂点の2元部分集合族
𝐸 ⊆ [𝑉]2の組 (𝑉, 𝐸)．𝐸は辺集合という．

• 両端点が同一の辺を自己ループ，同一頂点間に２本以上
存在する辺を多重辺という．

• 自己ループと多重辺を含まないグラフを単純グラフという．

𝑣1
𝑣2

𝑣3 𝑣4

𝑣6 𝑣7

𝑣5

グラフ𝐺

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, 𝑣7}

𝐸 = { 𝑣1, 𝑣1 , 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣1, 𝑣3 , 𝑣2, 𝑣3 ,
𝑣2, 𝑣3 , 𝑣2, 𝑣4 , 𝑣3, 𝑣4 , 𝑣6, 𝑣7 }

グラフ𝐺の頂点集合を𝑉(𝐺)，辺集合を𝐸(𝐺)と表すこともある．

本講演では，単にグラフといった場合は単純グラフを指す．

多重辺を持つ（可能性のある）グラフは多重グラフといい，
自己ループを持つグラフは扱わない．



連結グラフ
定義

• グラフ（多重グラフ）𝐺が連結であるとは， 𝐺の任意の2頂点
間が 𝐺 上の辺をたどって到達できることである．

• グラフ（多重グラフ）𝐺の極大な連結部分グラフを𝐺の連結
成分あるいは，単に成分という．

連結グラフ 連結でない（非連結）グラフ
成分数 1 成分数 2



定義（完全グラフ）

任意の２頂点が隣接するグラフを完全グラフといい，𝑛頂点からな
る完全グラフを 𝑲𝒏 で表す．

完全グラフ

𝐾3 𝐾4 𝐾5



定義（ハミルトン閉路，ハミルトン道）

ハミルトン閉路

すべての頂点を含む閉路をハミルトン閉路という．

例：次のグラフを考える。
𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4 𝑣5

𝑣1 → 𝑣5 → 𝑣4 → 𝑣3 → 𝑣2 → 𝑣1
はハミルトン閉路である。

命題

ハミルトン閉路を持つグラフはどの１頂点を取り除いても連結である．

２-連結という



定義（木）

木

• 閉路を持たないグラフを森といい，連結な森を木という．
• グラフ𝐺のすべての頂点を含む木を𝐺の全域木という．



定義（木）

木

• 閉路を持たないグラフを森といい，連結な森を木という．
• グラフ𝐺のすべての頂点を含む木を𝐺の全域木という．



定義（木）

木

• 閉路を持たないグラフを森といい，連結な森を木という．
• グラフ𝐺のすべての頂点を含む木を𝐺の全域木という．

１つのグラフが複数の全域木を持つ
ことがある

命題 頂点数が 𝑛 の木の辺の本数は 𝑛 − 1 である．

命題 𝐺をグラフとする．このとき，次が成り立つ．

𝐺が連結 ⟺𝐺が全域木をもつ



辺着色グラフ
定義

• 辺着色グラフとは各辺に1色ずつ色が割り当てられたグラフ．
厳密には，頂点集合 𝑉 ，辺集合 𝐸，写像 𝑐 ∶ 𝐸 → ℕの組 
(𝑉, 𝐸, 𝑐)．

• 辺着色グラフが虹色であるとは，すべての辺の色が異なる色
で塗られていること．

虹色 虹色でない



定義

辺着色グラフ𝐺の虹色全域木とは， 𝐺のすべての頂点を含む虹
色な木．

辺着色グラフの虹色全域木



辺着色グラフの虹色全域木

問題 どんな辺着色グラフが虹色全域木を持っている？

定義

辺着色グラフ𝐺の虹色全域木とは， 𝐺のすべての頂点を含む虹
色な木．



辺着色グラフの虹色全域木

命題 頂点数が 𝑛 の木の辺の本数は 𝑛 − 1 である．

命題 𝐺をグラフとする．このとき，次が成り立つ．

𝐺が連結 ⟺𝐺が全域木をもつ

以下の条件が頂点数 𝑛 の辺着色グラフが虹色全域木を含む必要
条件になる．
① 𝑛 − 1色以上含んでいる
② 任意の2頂点間に虹色な経路が存在する．

この2条件では十分条件にならない．

問題 どんな辺着色グラフが虹色全域木を持っている？



辺着色グラフの虹色全域木
以下のことが必要条件になる．
① 𝑛 − 1色以上含んでいる
② 任意の2頂点間に虹色な経路が存在する．

この2条件では十分条件にならない．

⋯

⋯

虹色 𝐾𝑚

(𝑚 + 1)個の独立点

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ辺の色は
虹色 𝐾𝑚に含まれていないとする．

このグラフは条件①②を満たしている．

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ 𝑚色の辺を除去
すると，𝑚 + 2個の成分に分かれる．



辺着色グラフの虹色全域木
以下のことが必要条件になる．
① 𝑛 − 1色以上含んでいる
② 任意の2頂点間に虹色な経路が存在する．

この2条件では十分条件にならない．

⋯

⋯

虹色 𝐾𝑚

(𝑚 + 1)個の独立点

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ辺の色は
虹色 𝐾𝑚に含まれていないとする．

このグラフは条件①②を満たしている．

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ 𝑚色の辺を除去
すると，𝑚 + 2個の成分に分かれる．

このグラフは虹色全域木を持たない．

命題 頂点数が 𝑛 の木の辺の本数は 𝑛 − 1 である．



辺着色グラフの虹色全域木
以下のことが必要条件になる．
① 𝑛 − 1色以上含んでいる
② 任意の2頂点間に虹色な経路が存在する．

この2条件では十分条件にならない．

⋯

⋯

虹色 𝐾𝑚

(𝑚 + 1)個の独立点

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ辺の色は
虹色 𝐾𝑚に含まれていないとする．

このグラフは条件①②を満たしている．

虹色 𝐾𝑚と孤立点を結ぶ 𝒎色の辺を除去
すると，𝒎+ 𝟐個の成分に分かれる．

このグラフは虹色全域木を持たない．

命題 頂点数が 𝑛 の木の辺の本数は 𝑛 − 1 である．



辺着色グラフの虹色全域木
定理（Akbari and Alipour 2006, Suzuki 2006）

辺着色グラフが虹色全域木を持つための必要十分条件は，任
意の 𝑚色に対して，その 𝑚色の辺を取り除いた時の成分数
が 𝑚+ 1以下である．

必要性：𝑚色の辺を取り除いて，𝑚+ 2個以上の成分に分かれ
る辺着色グラフは以下の命題より虹色全域木を持たない．

命題 頂点数が 𝑛 の木の辺の本数は 𝑛 − 1 である．

Suzuki：グラフ理論的な証明
AkbariとAlipour：マトロイドによる証明（後述）



マトロイドと虹色全域木



閉路マトロイド
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．

グラフ𝐺において，その辺集合を𝐸，森を誘導する辺集合の集
合を ℐ とすると， 𝐸, ℐ はマトロイドになる．このマトロイドは閉
路マトロイドという．

定義



閉路マトロイド

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}

ℐ = ⋯

基

定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．



分割マトロイド
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．

𝐸 ∶空でない有限集合， 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚 ∶ 𝐸の分割
𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚 ∶非負の整数
ℐ ⊆ 2𝐸  を次のように定義すると， 𝐸, ℐ はマトロイドになり，こ
れを分割マトロイドという．
ℐ = 𝑋 ⊆ 𝐸 ∶任意の 𝑖 ∈ 1,2,… ,𝑚 に対して， 𝑋 ∩ 𝐸𝑖 ≤ 𝑟𝑖

定義



分割マトロイド

𝐸 = {1,2,3,4,5,6}，𝐸1 = 1,3 , 𝐸2 = 2 , 𝐸3 = 4,5 , 𝐸4 = 6

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘4 = 1とすると，

ℐ =
, 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 1,2 , 3,2 ,…

1,2,4,6 , 3,2,4,6 , 1,2,5,6 , 3,2,5,6 基

𝐸 ∶空でない有限集合， 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚 ∶ 𝐸の分割
𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚 ∶非負の整数
ℐ ⊆ 2𝐸  を次のように定義すると， 𝐸, ℐ はマトロイドになり，こ
れを分割マトロイドという．
ℐ = 𝑋 ⊆ 𝐸 ∶任意の 𝑖 ∈ 1,2,… ,𝑚 に対して， 𝑋 ∩ 𝐸𝑖 ≤ 𝑟𝑖

定義



マトロイドの階数関数
定義

マトロイド𝑀 = 𝐸, ℐ の階数関数 𝑟 ∶ 2𝐸 → ℕとは，次で定義
されるものである．
任意の 𝑋 ∈ 2𝐸 に対して，𝑟 𝑋 = max 𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 ∈ ℐ .

𝑟(𝐸) をそのマトロイドの階数という．

例：右のグラフに対する閉路マトロイドを考える．

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}とすると 𝑟 𝐸 = 3．



マトロイドの階数関数

頂点数が 𝑛 の連結グラフ 𝐺 = 𝑉, 𝐸  における閉路マトロイドの
基が誘導するグラフは全域木になるため， 𝑟 𝐸 = 𝑛 − 1 である．

頂点数が 𝑛 で成分数が 𝑐 のグラフ 𝐺 = 𝑉, 𝐸  の閉路マトロイ
ドにおいては，𝑟 𝐸 = 𝑛 − 𝑐である．

例：右のグラフに対する閉路マトロイドを考える．

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}とすると 𝑟 𝐸 = 3．

定義

マトロイド𝑀 = 𝐸, ℐ の階数関数 𝑟 ∶ 2𝐸 → ℕとは，次で定義
されるものである．
任意の 𝑋 ∈ 2𝐸 に対して，𝑟 𝑋 = max 𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 ∈ ℐ .

𝑟(𝐸) をそのマトロイドの階数という．



マトロイドの階数関数

例：𝐸 = {1,2,3,4,5,6}，𝐸1 = 1,3 , 𝐸2 = 2 , 𝐸3 = 4,5 , 𝐸4 = 6 ，
𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘4 = 1 の分割マトロイドを考える．

このとき，𝑟 𝐸 = 4 （分割の個数）となる．

𝑟 𝐸 − {1,2} = 3となる．

定義

マトロイド𝑀 = 𝐸, ℐ の階数関数 𝑟 ∶ 2𝐸 → ℕとは，次で定義
されるものである．
任意の 𝑋 ∈ 2𝐸 に対して，𝑟 𝑋 = max 𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 ∈ ℐ .

𝑟(𝐸) をそのマトロイドの階数という．



マトロイド交叉
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，𝑀1 = 𝐸, ℐ1 , 𝑀2 = 𝐸, ℐ2 ∶マトロイド
ℐ1 と ℐ2の交わりとは，

ℐ1 ∩ ℐ2 = 𝑋 ∶ 𝑋 ∈ ℐ1, 𝑋 ∈ ℐ2 .

例：𝑀1を右のグラフの閉路マトロイドとする．
𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} とする．

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑀2 を 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}，
𝐸1 = 𝑒2 , 𝐸2 = 𝑒1, 𝑒3 , 𝐸3 = 𝑒4 ，
𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3 = 1 の分割マトロイドとする．



マトロイド交叉
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，𝑀1 = 𝐸, ℐ1 , 𝑀2 = 𝐸, ℐ2 ∶マトロイド
ℐ1 と ℐ2の交わりとは，

ℐ1 ∩ ℐ2 = 𝑋 ∶ 𝑋 ∈ ℐ1, 𝑋 ∈ ℐ2 .

例：𝑀1を右のグラフの閉路マトロイドとする．
𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} とする．

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑀2 を 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}，
𝐸1 = 𝑒2 , 𝐸2 = 𝑒1, 𝑒3 , 𝐸3 = 𝑒4 ，
𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3 = 1 の分割マトロイドとする．

𝑀1 と 𝑀2 の独立集合族の交わりは，虹色森の集合になる．

この例だと大きさ 3 =頂点数− 1  の交わりがあるので，虹色
全域木があることがわかる．



マトロイド交叉定理
マトロイド交叉定理

𝐸 ∶空でない有限集合，𝑀1 = 𝐸, ℐ1 , 𝑀2 = 𝐸, ℐ2 ∶マトロイド
𝑟1, 𝑟2 ∶ 𝑀1, 𝑀2の階数関数
max 𝑋 ∶ 𝑋 ∈ ℐ1 ∩ ℐ2 = min{𝑟1 𝑆 + 𝑟2 𝐸 − 𝑆 ∶ 𝑆 ⊆ 𝐸}

定理（Akbari and Alipour 2006, Suzuki 2006）

辺着色グラフが虹色全域木を持つための必要十分条件は，任
意の 𝑚色に対して，その 𝑚色の辺を取り除いた時の成分数
が 𝑚+ 1以下である．

マトロイド交叉定理を用いた十分条件の証明：
𝐺 ∶赤文字の仮定を満たす辺着色グラフ

𝐺の辺集合を 𝐸 とし，各色で 𝐸を分割する．

𝐺

𝐸1 𝐸2

𝐸𝑡

⋯
𝑘1 = 𝑘2 = ⋯ = 𝑘𝑡 = 1として，色で分割した分
割マトロイド 𝑀1 と𝐺の閉路マトロイド 𝑀2 との
交叉を考える．



マトロイド交叉定理

マトロイド交叉定理を用いた十分条件の証明：
𝐺 ∶赤文字の仮定を満たす辺着色グラフ

𝐺の辺集合を 𝐸 とし，各色で 𝐸を分割する．

𝐺

𝐸1 𝐸2

𝐸𝑡

⋯
𝑘1 = 𝑘2 = ⋯ = 𝑘𝑡 = 1として，色で分割した分
割マトロイド 𝑀1 と𝐺の閉路マトロイド 𝑀2 との
交叉を考える．

𝑆 ⊆ 𝐸 とし，𝑐(𝑆)で 𝑆に含まれる色数とする．

赤文字の条件より，𝐺 − 𝑆の成分数は 𝑐 𝑆 + 1以下である．

よって，𝑟1 𝑆 + 𝑟2 𝐸 − 𝑆 ≥ 𝑐 𝑆 + 𝑛 − 𝑐 𝑆 + 1 = 𝑛 − 1が
任意の 𝑆 ⊆ 𝐸に対して成り立つ．

定理（Akbari and Alipour 2006, Suzuki 2006）

辺着色グラフが虹色全域木を持つための必要十分条件は，任
意の 𝑚色に対して，その 𝑚色の辺を取り除いた時の成分数
が 𝑚+ 1以下である．



組合せ遷移と虹色全域木



組合せ遷移
組合せ遷移とは，『状態空間上での遷り変り』を数理モデル化・解
析する新しいアルゴリズム理論である．

15-パズル

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

11 2 6 9

4 14 3 5

1 12 8 7

13 10 15

頂点彩色と
ケンペ変換

11 2 6 9

4 14 3 5

1 12 8

13 10 15 7

?
⋯

?
⋯

到達可能性問題：２つの入力が与えられた際に，一方からもう一方に
遷移させられるかを考える問題（可逆でないものもまれにある）．



マトロイドの基の遷移
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．

定義 （マトロイドの基の遷移）

𝐵, 𝐵′ : マトロイド𝑀 = 𝐸, ℐ の基
𝐵 と 𝐵′ が到達可能であるとは，𝑀の基の列 
𝐵 = 𝐵0, 𝐵1, … , 𝐵𝑘 = 𝐵′ で，任意の0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1に対して，
𝐵𝑖+1 − 𝐵𝑖 = 𝐵𝑖 − 𝐵𝑖+1 = 1が成り立つものが存在する．

𝐸の要素を一つ除いて，一つ加える操作



マトロイドの基の遷移
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．

定理 （マトロイドの基の遷移）

𝑀をマトロイドとする．𝑀の任意の２つの基は到達可能である．

証明の概要： 𝐵 と 𝐵′をマトロイド 𝑀 = 𝐸, ℐ  の基とする（𝐵 ≠ 𝐵′）．

𝐵 = 𝐵′ より 𝑒 ∈ 𝐵 − 𝐵′が存在する．𝐼 ≔ 𝐵 − 𝑒 ∈ ℐ とする．

𝐼 < |𝐵′|と定義の３より，𝑒′ ∈ 𝐵′ − 𝐼で 𝐼 ∪ 𝑒′ が基となるものが
存在する．これを繰り返す．（終）



マトロイド交叉の遷移
定義

𝐸 ∶空でない有限集合，ℐ ⊆ 2𝐸 ∶有限集合族
次の３条件を満たすとき， 𝐸, ℐ をマトロイドという．
1. ∅ ∈ ℐ
2. 𝐼 ∈ ℐかつ 𝐽 ⊆ 𝐼ならば 𝐽 ∈ ℐ
3. 𝐼, 𝐽 ∈ ℐで 𝐼 > |𝐽|ならば，ある元 𝑒 ∈ 𝐼 − 𝐽で 𝐽 ∪ {𝑒} ∈ ℐ
となるものが存在する．

ℐを独立集合族といい，ℐ に含まれる極大な元を基という．

定義 （マトロイド交叉の遷移）

𝐼, 𝐼′ : マトロイド𝑀1, 𝑀2の共通の最大独立集合
𝐼 と 𝐼′ が到達可能であるとは，𝑀1, 𝑀2の最大の共通独立集合 
𝐼 = 𝐼0, 𝐼1, … , 𝐼𝑘 = 𝐼′ で，任意の0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1に対して，
𝐼𝑖+1 − 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖 − 𝐼𝑖+1 = 1が成り立つものが存在する．

到達可能でないものが存在する（後述）．



マトロイド交叉の遷移

定義 （マトロイド交叉の遷移）

𝐼, 𝐼′ : マトロイド𝑀1, 𝑀2の共通の最大独立集合
𝐼 と 𝐼′ が到達可能であるとは，𝑀1, 𝑀2の共通の最大独立集合 
𝐼 = 𝐼0, 𝐼1, … , 𝐼𝑘 = 𝐼′ で，任意の0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1に対して，
𝐼𝑖+1 − 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖 − 𝐼𝑖+1 = 1が成り立つものが存在する．

未解決問題 （マトロイド交叉の遷移問題）

以下の決定問題に対する多項式時間アルゴリズムは存在するか．
入力：マトロイド𝑀1, 𝑀2の２つの最大の共通独立集合𝐼, 𝐼′
問題： 𝐼 と 𝐼′は到達可能であるか．

𝐼 と 𝐼′が到達可能であるための必要十分条件は？



定義 （虹色全域木の遷移）

𝑇, 𝑇′ : 辺着色多重グラフ𝐺の虹色全域木
𝑇と𝑇′が到達可能であるとは， 𝐺の虹色全域木の列 
𝑇 = 𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑘 = 𝑇′ で，任意の0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1に対して，𝑇𝑖+1 が 
𝑇𝑖から辺フリップで得られるものが存在することである．

未解決問題 （虹色全域木の遷移問題）

以下の決定問題に対する多項式時間アルゴリズムは存在するか．
入力：辺着色多重グラフ𝐺，𝐺の２つの虹色全域木𝑇, 𝑇′
問題： 𝑇 と 𝑇′は到達可能であるか．

必ずYesになる𝐺の条件は？
その解空間グラフの構造は？

辺フリップ

虹色全域木の遷移問題
マトロイド交叉遷移の特別な場合として次の問題を考える．



任意の 𝐺 ∈ ℋ𝑛 に含まれる虹色全域木同士は必ず到達可能？ No!!

色数が少ない気がする、、

？？

特別な辺着色グラフ
ℋ𝑛 :各色で誘導されるグラフが連結な 𝑛 頂点の辺着色多重グラフ全体の
集合

∉ ℋ4⊆ ℋ4



定理１

𝐺 ∈ ℋ𝑛とする． 𝐺が𝑛色以上含んでいれば，任意の虹色全域木は到

達可能であり，その遷移列の長さは高々
3

2
(𝑛 − 1)である．

この値は最良，すなわち，
𝑛色以上含んでいる𝐺 ∈ ℋ𝑛で，ある虹色全域木間の遷

移長が
3

2
(𝑛 − 1)のものが存在する（板書参照）

特別な辺着色グラフ
ℋ𝑛 :各色で誘導されるグラフが連結な 𝑛 頂点の辺着色多重グラフ全体の
集合

∉ ℋ4⊆ ℋ4



定義 （解空間グラフ）

辺着色多重グラフ 𝐺 に対し，次のように構成されるグラフ 𝒢 𝐺  を
（ 𝐺の虹色全域木で誘導される）解空間グラフという．

◼𝑉 𝒢 𝐺 = {𝑇 ∶ 𝑇は𝐺の虹色全域木}

◼２つの 𝐺 の虹色全域木 𝑇, 𝑇′ が 𝒢 𝐺  で隣接している⇔
𝑇 と 𝑇′ が一回の辺フリップで移りあう．

𝐺 𝒢 𝐺

解空間グラフ



定理１（言い換え）
𝐺 ∈ ℋ𝑛とする． 𝐺が 𝑛 色以上含んでいれば，𝒢 𝐺 の直径は
3

2
(𝑛 − 1)以下である．

解空間グラフ
定義 （解空間グラフ）

辺着色多重グラフ 𝐺 に対し，次のように構成されるグラフ 𝒢 𝐺  を
（ 𝐺の虹色全域木で誘導される）解空間グラフという．

◼𝑉 𝒢 𝐺 = {𝑇 ∶ 𝑇は𝐺の虹色全域木}

◼２つの 𝐺 の虹色全域木 𝑇, 𝑇′ が 𝒢 𝐺  で隣接している⇔
𝑇 と 𝑇′ が一回の辺フリップで移りあう．



解空間グラフ
定義 （解空間グラフ）

辺着色多重グラフ 𝐺 に対し，次のように構成されるグラフ 𝒢 𝐺  を
（ 𝐺の虹色全域木で誘導される）解空間グラフという．

◼𝑉 𝒢 𝐺 = {𝑇 ∶ 𝑇は𝐺の虹色全域木}

◼２つの 𝐺 の虹色全域木 𝑇, 𝑇′ が 𝒢 𝐺  で隣接している⇔
𝑇 と 𝑇′ が一回の辺フリップで移りあう．

定義 （解空間グラフ）

マトロイド𝑀 = 𝐸, ℐ に対し，次のように構成されるグラフ 𝒢 𝑀  を
（𝑀の基で誘導される）解空間グラフという．
◼𝑉 𝑀 = {𝐵 ∶ 𝐵は𝑀の基}
◼２つの 𝑀 の基 𝐵, 𝐵′ が 𝒢 𝑀  で隣接している ⇔ 𝐵 − 𝐵′ = 𝐵′ − 𝐵 = 1

定理 （マトロイドの基の解空間グラフ）

𝑀をマトロイドとする．𝒢 𝑀  はハミルトン閉路を持つ．

𝒢 𝐺  はハミルトン閉路を持つのだろうか？



問題

𝑛色以上含んでいる 𝐺 ∈ ℋ𝑛の解空間グラフ 𝒢(𝐺) はハミルトン閉路
を持つか？

定理２
𝑛色以上含んでいる 𝐺 ∈ ℋ𝑛の解空間グラフ 𝒢(𝐺) は2-連結である．

問題
𝑛色以上含んでいる 𝐺 ∈ ℋ𝑛の解空間グラフ 𝒢(𝐺) は1-タフか？

解空間グラフの性質

ハミルトン閉路を持つための必要条件を満たしているだろうか？



RotaのBasis予想



RotaのBasis予想
Basis予想（Rota 1989）

𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 を階数 𝑛のマトロイドの 𝑛個の基とする．このとき，
𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛の多重和集合は 𝑛個の基 𝐵1

′ , 𝐵2
′ , … , 𝐵𝑛

′ で
𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗

′ = 1がすべての 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 で成り立つように分割できる．

例：下のグラフに対する閉路マトロイドを考える．

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}とすると 𝑟 𝐸 = 3．

𝐵1 = 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ， 𝐵2 = 𝑒1, 𝑒2, 𝑒4 ， 𝐵3 = 𝑒1, 𝑒3, 𝑒4 とする．

𝐵1
′ = 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ，𝐵2

′ = 𝑒2, 𝑒1, 𝑒4 ，𝐵3
′ = 𝑒3, 𝑒4, 𝑒1 は所望の分割．

𝐵1
′ 𝐵2

′ 𝐵3
′



RotaのBasis予想
Basis予想（Rota 1989）

𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 を階数 𝑛のマトロイドの 𝑛個の基とする．このとき，
𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛の多重和集合は 𝑛個の基 𝐵1

′ , 𝐵2
′ , … , 𝐵𝑛

′ で
𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗

′ = 1がすべての 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 で成り立つように分割できる．

定理（Bucić, Kwan, Pokrovskiy, and Sudakov 2020）

任意の 𝜖 > 0に対して，十分大きな 𝑛であれば以下が成り立つ．
𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 を階数 𝑛のマトロイドの 𝑛個の基とする．このとき，

𝑡 ≥ Τ1 2 − 𝜖 𝑛 個の基 𝐵1
′ , 𝐵2

′ , … , 𝐵𝑡
′ で 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗

′ = 1がすべての 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛， 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡で成り立つものが存在する．

Basis予想は漸近的に正しい．（Pokrovskiy arXiv）



グラフの問題へ
Basis予想（Rota 1989）

𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 を階数 𝑛のマトロイドの 𝑛個の基とする．このとき，
𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛の多重和集合は 𝑛個の基 𝐵1

′ , 𝐵2
′ , … , 𝐵𝑛

′ で
𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗

′ = 1がすべての 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 で成り立つように分割できる．

予想

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域木であれば， 𝐺は 
𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．

閉路マトロイドに限定した場合は次のように記述できる．



グラフの問題へ
予想

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域木であれば， 𝐺は 
𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．



グラフの問題へ

この予想を解く足掛かりとして次の定理を与えた．

定理（M and Yazawa 2022）

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域スターであれば， 𝐺
は 𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．

予想

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域木であれば， 𝐺は 
𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．



グラフの問題へ

東京大学の林先生が，より短い証明で強い結果を得ている．

定理（Hayashi, private communication）

𝐺 を 𝑛頂点からなり，𝑚 ≥ 𝑛 − 1 色で辺着色された連結多重グラ
フとする．このとき，各色で誘導されるグラフが全域スターであれば，
𝐺は 𝑚個の辺素な虹色全域木をもつ．

全域スターという情報がマトロイドの言葉で記述できるかは不明

定理（M and Yazawa 2022）

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域スターであれば， 𝐺
は 𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．



まとめ

定理１（M and Yamaguchi）

𝐺 ∈ ℋ𝑛とする． 𝐺が𝑛色以上含んでいれば，任意の虹色全域木は到

達可能であり，その遷移列の長さは高々
3

2
(𝑛 − 1)である．

定理２（M and Yamaguchi）
𝑛色以上含んでいる 𝐺 ∈ ℋ𝑛の解空間グラフ 𝒢(𝐺) は2-連結である．

定理３（M and Yazawa 2022）

𝐺 を 𝑛頂点からなり， 𝑛 − 1色で辺着色された連結多重グラフとす
る．このとき，各色で誘導されるグラフが全域スターであれば， 𝐺は 
𝑛 − 1個の辺素な虹色全域木をもつ．

ℋ𝑛 :各色で誘導されるグラフが連結な 𝑛 頂点の辺着色多重グラフ全体の
集合

RotaのBasis予想に対するアプローチ



未解決問題

未解決問題 （マトロイド交叉の遷移問題）

以下の決定問題に対する多項式時間アルゴリズムは存在するか．
入力：マトロイド𝑀1, 𝑀2の２つの最大の共通独立集合𝐼, 𝐼′
問題： 𝐼 と 𝐼′は到達可能であるか．

Basis予想（Rota 1989）

𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 を階数 𝑛のマトロイドの 𝑛個の基とする．このとき，
𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛の多重和集合は 𝑛個の基 𝐵1

′ , 𝐵2
′ , … , 𝐵𝑛

′ で
𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗

′ = 1がすべての 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 で成り立つように分割できる．

グラフ的ではないマトロイドに限定した場合でもいろいろできそう（やられて
そう）．

ご清聴ありがとうございました．
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