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1 整数の性質
このテキストでは，自然数は 1以上の整数とする．また N,Z,Z≥0,Q,R,Cをそれぞれ自然数全体，整数
全体，非負整数全体，有理数全体，実数全体，複素数全体の集合とする．

1.1 整数の割り算
整数の性質を考える上で，割り算の「余り」を考えることは非常に重要である．まずは整数上の「割り
算」を厳密に定義することからはじめる．ただし，ここで考えたいのは「5 ÷ 2 = 2.5」のように小数点以
下まで考える割り算ではなく，「5÷ 2 = 2余り 1」のように，小学生の頃学習した「余りのある割り算」で
ある．

定義 1.1. 整数 nを整数 d( 6= 0)で割るとは，整数の組 (q, r)で条件

(1) n = dq + r，

(2) 0 ≤ r < |d|

を満たすものを見つけることである．特に，qをこの割り算の商，rを余りという．

すると，上で述べた「5÷ 2 = 2余り 1」という割り算は n = 5, d = 2に対して，(q, r) = (2, 1)という整
数の組を見つけることを意味している．特に，5 = 2× 2 + 1という表示がこの割り算では重要となる．ま
たこの定義を使えば，負の整数の割り算に関しても「余り」を定義することができる．ただし，「余り」が
いつでも非負になることに注意する．例えば，−7を−3で割ると，−7 = (−3)× 2 + (−1)という表示があ
るが，−1は余りではない．−7 = (−3)× 3 + 2という表示の 2が余りとなる．
さて，小学校の頃を思い出すと，整数の割り算では，商も余りも必ず存在し，さらにその答えが一つ（一
意的）であった．この性質は割り算において非常に重要である．これを証明する．

定理 1.2 (剰余の定理). 整数 nと整数 d( 6= 0)に対し，整数の組 (q, r)で条件

(1) n = dq + r，

(2) 0 ≤ r < |d|

を満たすものが一意的に存在する．

Proof. d 6= 0なので，ある整数 q で |d|q ≤ n < |d|(q + 1) となるものが存在する．r = n − |d|q とすると，
0 ≤ r < |d|である．d > 0の場合はこの (q, r)は条件 (1)，(2)を満たす．一方，d < 0の場合は，q を −q
に取り替えることによって (q, r)が条件 (1)，(2)を満たす．よって条件 (1)，(2)を満たす整数の組 (q, r)が
いつでも存在する．次に一意性を言うために，(q, r)と (q′, r′)がともに条件 (1)，(2)を満たす整数の組と
する．このとき，n = dq + r = dq′ + r′なので，d(q − q′) = r′ − rが従う．0 ≤ r < |d|および 0 ≤ r′ < |d|
から

−|d| < r′ − r < |d|

が成り立つ．特に，
0 ≤ |r′ − r| < |d|

である．したがって，
0 ≤ |d| · |q − q′| < |d|

から
0 ≤ |q − q′| < 1
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となるが，q−q′は整数なので，q−q′ = 0，つまり q = q′が得られる．上の等式に代入することで，r′−r = 0，
つまり r = r′ も得られ，一意性が示された．

補足 1.3. 足し算，引き算，掛け算ができる集合を環という．もちろん整数の集合 Zは環である．環の中で
も「余りを考慮した割り算」ができる環をユークリッド整域という．他の例として，実数係数の（1変数）
多項式全体の集合 R[x]はユークリッド整域である（高校数学の多項式の割り算を思い出そう）．このユー
クリッド整域が後々見る整数の性質と深く関わっている．

次に整数に関する幾つかの用語を定義していく．

定義 1.4. 整数 nが整数 d( 6= 0)の倍数である（または dは nの約数である）とは，ある整数 xが存
在して，n = dxと書けるときにいう．これは，nを dで割ったときの余りが 0となることと同値で
ある．このとき，dは nを割り切るといい，d|nと書く．dが nを割り切らないときは d 6 |nと書く．

例えば，2|6，2 6 |5，−3|6である．

補足 1.5. 任意の整数 0 6= d ∈ Zに対して，0 = 0 · dであるので，dは 0の約数である．つまり d|0がいつ
でも成り立つ．

定義 1.6. 整数 a1, . . . , an ∈ Zを考える．ただし少なくとも 1つは 0でないとする．

(1) 整数 dが a1, . . . , anの公約数であるとは，任意の 1 ≤ i ≤ nに対して d|aiが成り立つときにい
う．公約数のうち最大のものを最大公約数 (greatest common divisor)といい，gcd(a1, . . . , an)
と書く．特に，gcd(a1, . . . , an) = 1のとき，整数 a1, . . . , an は互いに素という．

(2) 整数 ℓがa1, . . . , anの公倍数であるとは，任意の1 ≤ i ≤ nに対して，ai|ℓが成り立つときにいう．
正の公倍数のうち最小のものを最小公倍数 (least common multiple)といい，lcm(a1, . . . , an)

と書く．

例えば，gcd(−3, 6,−9) = 3, lcm(−6, 9) = 18である．また gcd(2, 4) = 2なので，2と 4は互いに素では
ないが，gcd(2, 3, 4) = 1なので，2, 3, 4は互いに素である．

1.2 イデアル
次にイデアルという概念を考える． 0でない整数 aに対し，aの倍数全体の集合を aZ := {ax : x ∈ Z}
と書く．また 0でない整数 a, bに対し，

aZ+ bZ := {ax+ by : x, y ∈ Z}

と定義する．

定義 1.7. a, bを 0でない整数とする．このとき，aZを aで生成されるイデアルといい，〈a〉と書
く．また aZ+ bZを aと bで生成されるイデアルといい，〈a, b〉と書く．

例えば，〈1〉 = 1Z = {1 · x : x ∈ Z} = Zである．同様に，〈−1〉 = (−1)Z = {−1 · x : x ∈ Z} = Zである．
したがって，〈1〉 = 〈−1〉がわかる．一般に，整数 a ∈ Zに対し，〈a〉 = 〈−a〉が成り立つ（証明せよ）．
さて，上の定義では 2つの整数で生成されるイデアルを定義したが，実際にはこれは，ある 1つの整数
で生成されるイデアルと一致する．

定理 1.8. 0でない整数 a, bに対して，〈a, b〉 = 〈m〉となる正の整数mが存在する．
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Proof. 〈a, b〉に含まれるものの中で最小の自然数をmとする．つまり，

m := min{z ∈ N : z ∈ 〈a, b〉}

である．以下，このmに対し 〈a, b〉 = 〈m〉を示す．
（⊂）z ∈ 〈a, b〉とする．このとき，整数 x, y ∈ Zを用いて z = ax + byと書ける．m > 0なので，z は

mで割ることができ，その商と余りをそれぞれ q, rとする．つまり，

z = mq + r,

ただし 0 ≤ r < mである．m ∈ 〈a, b〉より，整数 x′, y′ ∈ Zを用いてm = ax′ + by′ と表せる．すると，

r = z −mq = (ax+ by)− (ax′ + by′)q = a(x− x′q) + b(y − y′q)

である．x − x′q, y − y′q ∈ Zより，r ∈ 〈a, b〉であることがわかる．するとmの最小性から r = 0が従う．
つまり，z = mqとなり z ∈ 〈m〉がわかる．よって 〈a, b〉 ⊂ 〈m〉が成り立つ．
（⊃）z ∈ 〈m〉とする．このとき，整数 kを用いて z = mkと書ける．またm ∈ 〈a, b〉から，整数 x, yを
用いてm = ax+ byと書ける．すると z = (ax+ by)k = a(xk) + b(yk)となり，xk, yk ∈ Zから z ∈ 〈a, b〉
がわかる．よって 〈a, b〉 ⊃ 〈m〉が成り立つ．
以上より，〈a, b〉 = 〈m〉が示された．

定理 1.8のmは証明から
m = min{z ∈ N : z ∈ 〈a, b〉}

であることがわかるが，この mはどう見つければいいのだろうか．実は，a, bから簡単に計算することが
できる．

定理 1.9. 0でない整数 a, bに対して

d := gcd(a, b) = min{z ∈ N : z ∈ 〈a, b〉}

である．特に，〈a, b〉 = 〈d〉である．

Proof. まず 〈a, b〉 ⊂ 〈d〉を示す．z ∈ 〈a, b〉とする．このとき，整数 x, y ∈ Zを用いて z = ax + byと書け
る．gcd(a, b) = dから整数 a′, b′を使って a = a′d, b = b′dと表すことができる．すると，z = a′dx+ b′dy =

d(a′x+ b′y)となり，a′x+ b′yは整数であるから，z ∈ 〈d〉がわかる．よって 〈a, b〉 ⊂ 〈d〉である．
次に m = min{z ∈ N : z ∈ 〈a, b〉} とする．定理の証明には m = d を示せばよい．定理 1.8 の証明か
ら 〈a, b〉 = 〈m〉となる．すると 〈m〉 = 〈a, b〉 ⊂ 〈d〉となる．つまり mZ ⊂ dZ，特に d|mである．よって
m, d > 0よりm ≥ dが成り立つ．一方，a, b ∈ 〈a, b〉 = 〈m〉より整数 a′, b′を用いて a = a′m, b = b′mと書
ける．よってmは aと bの公約数である．dは aと bの最大公約数であったので，m ≤ dが成り立つ．以
上よりm = dである．

系 1.10. a, bを 0でない整数とし，d = gcd(a, b)とする．このとき，ある整数 x, yで

ax+ by = d

となるものが存在する．

Proof. d ∈ 〈d〉と定理 1.9から従う．

この系を使って一つ命題を証明する．
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命題 1.11. 0でない整数 nと整数 a, bが n|abを満たすとする．もし nと aが互いに素なら n|bが
成り立つ．

Proof. n|abから整数mを使って ab = nmと書ける．仮定から nと aは互いに素，つまり gcd(n, a) = 1な
ので，系 1.10より nx+ ay = 1を満たす整数解 (x, y)が存在する．この等式の両辺を b倍すると

nbx+ aby = b

であり，ab = nmから b = nbx+ nmy = n(bx+my)となる．これより n|bが従い証明が完了した．

補足 1.12. 本来のイデアルの定義を書いておく．空でない Zの部分集合 I がイデアルであるとは，条件

(1) a, b ∈ I ならば a+ b ∈ I，

(2) a ∈ I かつ x ∈ Zならば ax ∈ I

を満たすときにいう．実は，どんなイデアル I もある整数mを用いて I = 〈m〉と書くことができる．イデ
アルはもともと環に対して定義される概念である．Zのように，どんなイデアルも 1つの元で生成されると
き，その環は単項イデアル整域（PID）と呼ばれる．特に，ユークリッド整域は単項イデアル整域である．
よって Zや R[x]は単項イデアル整域となっている．

1.3 ユークリッド互除法
例えば gcd(2, 3) = 1であるので，系 1.10から 2x + 3y = 1は整数解をもつ．実際，2 · 2 + 3 · (−1) = 1

である．しかし，系 1.10は解の存在は保証するが，具体的に解を求めることはできない．この解をユーク
リッド互除法を用いることで具体的に見つけることができる．まずはユークリッド互除法を紹介する．これ
は以下の定理を基本としたアルゴリズムである．

定理 1.13 (互除法の基本). 整数 aを整数 b( 6= 0)で割ったときの商と余りをそれぞれ qと rとする．
つまり a = bq + rで 0 ≤ r < |b|である．このとき，

gcd(a, b) = gcd(b, r)

である．

Proof. gcd(a, b) = d1, gcd(b, r) = d2とする．定義から d2|bかつ d2|rである．これと a = bq+rから d2|aも
従う．よって d2は aと bの公約数であるから，最大公約数の定義より d2 ≤ d1が成り立つ．同様に d1 ≤ d2
も示すことができるので，d1 = d2 である．

互除法の基本を繰り返して使うことで最大公約数を求めるアルゴリズムがユークリッド互除法である．

定理 1.14 (ユークリッド互除法). 0でない整数 a, bに対し，gcd(a, b)は，次のアルゴリズムによっ
て，有限回のステップで計算することができる．
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INPUT : a, b

OUTPUT : d = gcd(a, b)

(n, d) := (a, b)

r := nを dで割ったときの余り
WHILE r 6= 0 DO

n := d

d := r

r := nを dで割ったときの余り
RETURN d

Proof. 証明すべきことはこのアルゴリズム有限回のステップで停止することと，停止したときに出力され
る dが gcd(a, b)となることである．今，WHILEが始まる前の (n, d, r)を (n0, d0, r0)とし，WHILEが始
まって i回目の繰り返しが終わったときの (n, d, r)を (ni, di, ri)と書くことにする．r0は n0 = aを d0 = b

で割った余りなので，0 ≤ r0 < |b|が成り立つ．もし r0 6= 0であれば，r1 は n1 = d0 を d1 = r0 で割った
余りなので 0 ≤ r1 < r0 < |b|である．もし r1 6= 0であれば，r2は n2 = d1を d2 = r1で割った余りなので
0 ≤ r2 < r1 < r0 < |b|である．これを繰り返すと，もし任意の kに対して rk 6= 0であれば，狭義単調減少
する無限列

0 ≤ · · · < ri < ri−1 < · · · < r2 < r1 < r0 < |b|

が構成できる．しかし |b|より小さい自然数は有限個しか存在しないので，そのような無限列は存在しない．
よってある kに対して rk = 0とならなければならない．したがって，アルゴリズムは有限回のステップで
停止する．
今，定理 1.13より

gcd(a, b) = gcd(b, r0)

が成り立つ．r0 6= 0なら再び定理 1.13より

gcd(a, b) = gcd(b, r0) = gcd(r0, r1)

である．アルゴリズムが rk = 0で停止したと仮定すると，同様の議論から等式

gcd(a, b) = gcd(b, r0) = gcd(r0, r1) = · · · = gcd(rk−1, rk) = gcd(dk, 0) = dk

出力される値が gcd(a, b)であることがわかった．

具体例でユークリッド互除法を使ってみよう．さらにここでは ax + by = gcd(a, b)の整数解 (x, y)の見
つけ方も紹介する．

例 1.15. a = 108, b = 57として gcd(a, b)を求める．

108a ÷ 57b → 108 = 1× 57 + 51r0

57b ÷ 51r0 → 57 = 1× 51 + 6r1

51r0 ÷ 6r1 → 51 = 8× 6 + 3r2

6r1 ÷ 3r2 → 6 = 2× 3 + 0r3

から
gcd(108, 57) = gcd(57, 51) = gcd(51, 6) = gcd(6, 3) = gcd(3, 0) = 3

が得られる．よって gcd(108, 57) = 3である．
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系 1.10から 108x+ 57y = 3を満たす整数解 (x, y)が存在することはわかっている．ユークリッド互除法
の逆を辿ると少なくとも整数解を 1つ見つけることができる．実際，上の式から

51r0 = 108a − 1× 57b

6r1 = 57b − 1× 51r0

3r2 = 51r0 − 8× 6r1

が得られる．２つ目の式を 3つ目の式の右辺に代入すると
3 = 51r0 − 8× (57b − 1× 51r0) = (−8)× 57b + 9× 51r0 .

1つ目の式をこの式の右辺に代入すると
3 = (−8)× 57b + 9× (108a − 1× 57b) = 9× 108a + (−17)× 57b.

したがって，108x+ 57y = 3の整数解として (x, y) = (9,−17)が得られた．
1つ整数解を見つけることができれば解全体を求めることは可能である．実際，108x+ 57y = 3

108 · 9 + 57 · (−17) = 3

に対し，上式から下式を引くと
108(x− 9) + 57(y + 17) = 0

が得られる．gcd(108, 57) = 3からこの方程式の両辺を 3で割って
36(x− 9) + 19(y + 17) = 0

つまり 36(x− 9) = −19(y+17)である．これより，36|(−19)(y+17)がわかる．特に，36と−19は互いに
素なので，命題 1.11から 36|y+17である．したがって，ある整数 kを用いて y+17 = 36kと表せる．また

36(x− 9) = −19 · 36k

から x = −19k + 9となる．よって 108x+ 57y = 3の整数解全体の集合は
{(−19k + 9, 36k − 17) : k ∈ Z}

である．

1.4 素因数分解

定義 1.16. pを 1でない自然数とする．pの正の約数が 1と pのみのとき，pを素数と呼ぶ．また p

が素数でない，つまり，1と p以外の正の約数を持つとき，pを合成数と呼ぶ．

中学校で素因数分解を学んだと思うが，ここでは，0でないどんな整数も素因数分解でき，しかもその表
示は一意的であることを証明する．まずは次の命題を示す．

命題 1.17. 素数 pと整数 a, bに対し，p|abならば p|aまたは p|bが成り立つ．

Proof. p|abのとき，p 6 |aを仮定する．このとき pが素数なので，aと pは互いに素である．よって命題 1.11

より p|bが従い証明が完了した．

この命題の pが素数という条件は必要である．実際，6|12だが 6 6 |3かつ 6 6 |4である．それでは素因数
分解に関する定理を証明する．
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定理 1.18 (素因数分解の存在とその一意性). nを 0,±1でない整数とする．このとき，ある有限個
の素数 p1, . . . , ps（重複可）が存在して

n = ±p1p2 · · · ps

と書ける．ただし，符号は n > 0のとき+，n < 0のとき−をとる．この表示を nの素因数分解と
いう．また素因数分解は nに対して，（素数の順番を除いて）一意的である．

Proof. まずは存在を示す． |n|が素数のときは n = ±|n|が欲しい表示であるので存在する．特に，|n| = 2

で成り立つ．次に，3以上の整数 kに対し，1 < |m| < kを満たす任意の整数mが素因数分解を持つと仮
定する．このとき |n| = kを満たす整数 nが素因数分解を持つことを示す．kは合成数であると仮定してよ
い．つまり 1でない自然数 a, bを使って k = ab，特に n = ±abという表示を持つ．このとき 1 < a, b < k

であるので，帰納法の仮定から aと bは素因数分解を持つ．それを a = p1p2 · · · ps, b = q1q2 · · · qr とする．
すると

n = ±p1p2 · · · psq1q2 · · · qr

となり，nは素因数分解を持つ．したがって，|n|に関する帰納法より素因数分解の存在が示された．
次に一意性を示す．これは nが素因数分解の表示として

n = ±p1p2 · · · ps = ±q1q2 · · · qr

という 2つの表示が与えられたとき，s = rかつ適当に順番を並び替えることにより p1 = q1, . . . , ps = qs

となるようにできることを言えばよい．これも |n|に関する帰納法で示す．|n|が素数のときは，n = ±|n|
という表示が一意的であることは容易にわかる．特に，|n| = 2で成り立つ．次に，3以上の整数 kに対し，
1 < |m| < kを満たす任意の整数mの素因数分解が一意的であると仮定する．このとき |n| = kを満たす整
数 nの素因数分解が一意的であることを示す．kは合成数であると仮定してよい．

n = ±p1p2 · · · ps = ±q1q2 · · · qr

という 2 つの素因数分解の表示が与えられたと仮定する．k が合成数であるので s, r ≥ 2 である．ps| ±
q1q2 · · · qr であるから，命題 1.17を繰り返し使うことで，psは q1, . . . , qr のいずれかを割り切る．必要なら
q1, . . . , qr の順番を並べ替えることで ps|qr としてよい．このとき，ps = qr である．一方，

n

ps
= ±p1p2 · · · ps−1 = ±q1q2 · · · qr−1

となるが，ps > 1から 1 <

∣∣∣∣ nps
∣∣∣∣ < kであるから，帰納法の仮定より整数 n

ps
の素因数分解は一意的である．

つまり，s− 1 = r − 1，つまり s = rかつ適当に順番を並び替えることにより p1 = q1, . . . , ps−1 = qs−1 と
なるようにできる．よって ps = qr と合わせることで nは一意的な素因数分解を持つ．したがって |n|に関
する帰納法より，素因数分解の一意性が示された．

補足 1.19. 整数の素数を環に拡張した概念として素元というものがある．また掛け算に関して逆元を持つ
元を単元という．例えば，Zでは単元は±1のみである．どんな 0でも単元でもない元が素元の積として一
意的に書ける環を一意分解整域（UFD）という．したがって，整数の集合 Zは環として見ると一意分解整
域となっている．補足 1.12で Zは単項イデアル整域になっていると説明したが，実は単項イデアル整域は
いつでも一意分解整域となる．つまり

ユークリッド整域⇒単項イデアル整域⇒一意分解整域

である．したがって R[x]も一意分解整域である．このように概念を拡張することで，例えば Zの素因数分
解の一意性や R[x]の因数分解の一意性は，本質的に同じということがわかる．特に，この性質は一番はじ
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めに定義した「余りを考慮した割り算」が鍵となっている．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
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2 合同式
情報数理 Bで同値関係の例の一つとして合同式を学習した．合同式は簡単にいうと「余りの世界」で数
を考えることである．この「余りの世界」における演算に着目する．

2.1 合同式の復習
合同式や同値関係の定義は情報数理 Bで学習済みのため，ここでは簡単に復習する．

定義 2.1. 0でない整数mに対し，整数 aと bがmを法として合同であるとは，a − b ∈ mZとな
るときにいう．つまりm|a− bである．このとき，

a ≡m bまたは a ≡ b mod m

と書く．この表示を合同式という．合同でないときは a 6≡m bや a 6≡ b mod mと書く．法mが文脈
から明らかのときは，単に a ≡ bや a 6≡ bと書くこともある．

例えば，7 ≡5 2や 7 6≡3 2である．合同式が何を意味するかというと，これは法mで割ったときの余り
が等しいということに他ならない．

命題 2.2. a ≡m bであることと，aと bをそれぞれmで割った余りが一致することは同値である．

Proof. aと bをそれぞれmで割った商と余りをそれぞれ q, q′と r, r′とする．つまり，a = mq+r, b = mq′+r′

かつ 0 ≤ r, r′ < |m|である．
（⇒）a ≡m bであると仮定する．このとき，a− b ∈ mZよりある整数 nを使って a− b = mnと書ける．
すると

a− b = (mq + r)− (mq′ + r′) = m(q − q′) + (r − r′) = mn

より r − r′ = m(n− (q − q′))となる．つまり，r − r′ ∈ mZである．余りの条件から，0 ≤ |r − r′| < |m|
であるので，これは r − r′ = 0，つまり r = r′ を意味する．
（⇐）r = r′ を仮定する．このとき，

a− b = (mq + r)− (mq′ + r′) = m(q − q′) + (r − r′) = m(q − q′) ∈ mZ.

よって a ≡m bである．

次に，同値関係の定義を復習する．

定義 2.3. X に対し，X ×X の部分集合RをX 上の（二項）関係と呼ぶ．RをX 上の二項関係R

とする．記法として，(a, b) ∈ Rのとき aRbと書く．

(1) Rが反射的であるとは，任意の x ∈ X に対して xRxであるときにいう．

(2) Rが対称的であるとは，任意の a, b ∈ X に対して aRbならばいつでも bRaであるときにいう．

(3) Rが推移的であるとは，任意の a, b, c ∈ X に対して，aRbかつ bRcならばいつでも aRcとな
るときをいう．

(4) 反射的，対称的かつ推移的な二項関係を同値関係と呼ぶ．同値関係には ∼という記号がよく
使われる．
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同値関係は「何らかの意味で等しい」を意味する．もちろん通常の「等しい（=）」は同値関係である．合
同式は「余りが等しい」を意味していたので，合同式も同値関係となる．

命題 2.4. 合同式 ≡m を Z上の二項関係としてみると，≡m は同値関係である．

Proof. 情報数理 Bの 4回目を参照．

m = ±1の場合，任意の整数 a, bに対して a ≡m bである．この場合，合同式の世界では「全ての整数は
等しい」ということになるので考えるべきことはほとんどない．以降，mは |m| ≥ 2を満たす整数とする．

2.2 合同式の演算
次に合同式の演算を見ていく．

命題 2.5. a, b, c, dを a ≡m bかつ c ≡m dを満たす整数とする．

(1) a+ c ≡m b+ dかつ ac ≡m bdである．

(2) 0でない整数 nが n|mを満たすとすると，a ≡n bである．

Proof. 仮定より整数 k, ℓを用いて a− b = mk, c− d = mℓと書ける．
(1)

(a+ c)− (b+ d) = (a− b) + (c− d) = mk −mℓ = m(k − ℓ) ∈ mZ

となるので a+ c ≡m b+ dである．また

ac− bd = a(c− d) + ad− bd = a(c− d) + d(a− b) = amℓ+ dmk = m(aℓ+ dk) ∈ mZ

から ac ≡m bdである．
(2) 仮定より整数 tを用いてm = ntと書ける．このとき，a− b = (nt)k = n(tk) ∈ nZである．よって

a ≡n bである．

系 2.6. a, bを a ≡m bを満たす整数とする．このとき，任意の整数 cに対し，以下が成り立つ．

(1) a+ c ≡m b+ c，

(2) a− c ≡m b− c，

(3) ac ≡m bc．

これらの結果から ≡m の世界では +,−,×は「=」と同じように計算ができる．ただし，÷はできない．
実際，6 ≡4 2であるが，両辺を 2で割ると 3 6≡4 1である．一方で，ある条件下だと÷をすることができる．

命題 2.7. cを 0でない整数，a, bを整数とし，ac ≡m bcを満たすとする．このとき以下が成り立つ．

(1) c|mならば
a ≡ b mod

m

c

である．

(2) cとmは互いに素，つまり gcd(c,m) = 1なら a ≡m bが成り立つ．
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Proof. 仮定から整数 nを用いて ac− bc = mnと書ける．
(1) c(a− b) = mnであり，両辺を cで割ると，

a− b = m

c
n

となる．c|mより m

c
は整数であるので，a ≡ b mod

m

c
が成り立つ．

(2) c(a− b) = mnからm|c(a− b)である．cとmは互いに素なので命題 1.11よりm|a− bである．よっ
て a ≡m bが成り立つ．

定義 2.8. 整数 aが法 mに関して可逆であるとは，ax ≡m 1を満たす整数 xが存在するときにい
う．またこのとき，xを法mに関する aの逆元という．

例えば，2 · 3 ≡5 1であるので，3は 2の法 5に関する逆元であり，逆に 2は 3の法 5に関する逆元であ
る．よって 2と 3はともに法 5に関して可逆である．逆元はいつでも存在するとは限らない．つまり，可
逆であるとは限らない．例えば，2は法 4に関して逆元を持たない（理由を考えよ）．一方で，もし逆元が
存在すれば，mを法として一意的に定まる．

命題 2.9. a を法 m に関して可逆な整数とする．x, y がともに a の法 m に関する逆元であれば，
x ≡m yである．

Proof. 仮定より，ax ≡m ay ≡m 1であるから，

x ≡m x · 1 ≡m x(ay) ≡m (ax)y ≡m 1 · y ≡m y

が成り立つ．

余りの世界では，通常の整数の積では起きない不思議な現象がある．実際，2 6≡6 0かつ 3 6≡6 0であるが，
2 · 3 ≡6 0となる．このような性質に名前をつけよう．

定義 2.10. 整数 aが法mに関して零因子であるとは，az ≡m 0かつ z 6≡m 0を満たす整数 z が存
在するときにいう．

上の議論より，2と 3はともに法 6に関する零因子である．また 0は任意の法に関する零因子である．
今定義した，逆元と零因子は実は真逆の性質である.

定理 2.11. 整数 aに対して次は同値である．

(1) a,mは互いに素である．

(2) aは法mに関して可逆である．

(3) aは法mに関して零因子ではない．

Proof. ((1) ⇒ (2)) gcd(a,m) = 1 と系 1.10 から ax + my = 1 となる整数 x, y が存在する．このとき，
ax ≡m 1であるので，aは法mに関して可逆である．
((2) ⇒ (3)) 整数 xを aの法mに関する逆元とする．つまり，ax ≡m 1である．今，aが法mに関して
零因子であると仮定する．このとき，ある整数 zに関して az ≡m 0かつ z 6≡m 0である．すると，

z ≡m 1 · z ≡m (ax)z ≡m x(az) ≡m x · 0 ≡m 0

となり，矛盾する．よって aは法mに関して零因子ではない ．
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((3) ⇒ (1)) d = gcd(a,m)とおく．このとき，整数 a′,m′を用いて a = a′d,m = m′dと書ける．すると，

am′ = (a′d)m′ = a′(m′d) = a′m ≡m 0

となるが，仮定より aは法mに関する零因子ではないので，m′ ≡m 0とならなければならない．つまり，
m′ ∈ mZであるので，ある整数 cを用いて m′ = mcと書ける．すると，m = m′d = mcdであるので，
cd = 1，よって d = 1となる．

補足 2.12. 命題 2.7 (2)からmが素数であれば，≡m の世界では +,−,×,÷の四則演算ができることがわ
かる．逆に，四則演算ができるのはmが素数のときに限ることも示せる．

2.3 1次合同方程式と連立 1次合同方程式
1次合同式とは 1次方程式の合同式版である．つまり，a 6≡m 0を満たす整数 aと整数 b，および未知数 x

に対し，式
ax ≡m b

を考える．この方程式を解くというのは，上の合同方程式を満たす xを（適切な法の下で）求めることで
ある．また ax ≡m bならば，ある整数 yを使って，ax− b = my，よって ax−my = bとなるので，合同
方程式を解くということはこの不定方程式を解くことに他ならない．
それでは，例として 2x ≡3 1を解いてみよう．系 2.6より両辺を 2倍してもよいので 4x ≡3 2である．ま
た 4 ≡3 1から 4x ≡3 xも成り立つ．よって解 x ≡3 2を得る．一方，合同方程式は解を持たない場合もあ
る．例えば 2x ≡4 1とすると．両辺を 1で引くと 2x− 1 ≡4 0．しかし，2x− 1は奇数なので 4で割った余
りは 0になり得ない．よって 2x− 1 6≡4 0となり解が存在しないことがわかった．
そこで合同方程式はいつ解を持つのかを考えてみよう．

定理 2.13. a 6≡m 0を満たす整数 aと整数 bに対し，合同方程式 ax ≡m bが整数解を持つ必要十分
条件は d = gcd(a,m)としたとき，d|bとなることである．

Proof. gcd(a,m) = d > 0より整数 a′,m′ を用いて a = a′d,m = m′dと書ける．
（⇒）合同方程式が解 xを持つとすると，ある整数 k を用いて ax − b = mk と書ける．すると，b =

ax−mk = a′dx−m′dk = d(a′x−m′k)であり，ax′ −m′kは整数なので，d|bである．
（⇐）d|bを仮定する．このとき b ∈ 〈d〉である．すると定理 1.8から 〈a,m〉 = 〈d〉 3 bである．したがっ
てある整数 x, yを用いて b = ax+myと書ける．よって b ≡m axであり，xが合同方程式の解となること
がわかった．

この定理から合同方程式に解が存在するかどうか判定することができるが，その解が同じ法に関して一
意的に書けるかはわからない．実際，2x ≡6 4を考えると，gcd(2, 6) = 2|4であるので，解を持つ．しかし
その解は x ≡6 2と x ≡6 5の 2通り出てくる．ただし，特別な状況であれば同じ法に関して解を一意的に
書くことができる．

系 2.14. 整数 aが gcd(a,m) = 1を満たすとする．このとき，任意の整数 bに対して合同方程式
ax ≡m bは法mで一意的な整数解を持つ．

Proof. 定理 2.13より解の存在は従う．一意性を示すために，x1, x2がともに ax ≡m bの整数解とする．こ
のとき，

ax1 ≡m b ≡m ax2

より a(x1 − x2) ≡m 0が成り立つ．aとmが互いに素であるので，定理 2.11より aは法mに関して零因
子を持たない．よって x1 − x2 ≡m 0つまり x1 ≡m x2 でなければならなく，一意性が示された．
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次に連立 1次合同方程式を考える．例えば，x ≡2 1

x ≡3 2

を解いてみよう．これは結局 xが整数 s, tを使って x = 2s+1 = 3t+2と書けるので不定方程式 2s− 3t = 1

を解くことに帰着する．実際の解は整数 kを用いて x = 6k + 5と書ける．つまり，x ≡6 5である．

定理 2.15 (中国式剰余定理). m,nを 0でない互いに素な |m|, |n| ≥ 2を満たす整数とする．このと
き，任意の整数 a, bに対し，連立 1次合同方程式x ≡m a

x ≡n b

は法mnに関して一意的な解を持つ．

Proof. gcd(m,n) = 1と定理 1.9より，〈m,n〉 = 〈1〉 = Zである．よって b− a ∈ 〈m,n〉となる．これはあ
る整数を x0, y0 を使って b − a = mx0 + ny0 と書けることを意味する．今，a +mx0 = b − ny0 = xとお
く．このとき， x ≡m a

x ≡n b

が成り立つので，この xがこの連立合同方程式の解である．
次に一意性を示す．x1, x2を連立合同方程式の整数解とする．このとき，ある整数 k1, k2を用いて x1−a =

k1m,x2 − a = k2mと書ける．すると x1 − x2 = (k1 − k2)mより x1 − x2 は mの倍数である．同様に，
x1 − x2は nの倍数でもある．一方，mと nは 0でない互いに素な整数であるので，その最小公倍数はmn

である．したがって，x1 − x2はmnの倍数となる．したがって，x1 − x2 ≡mn 0，つまり x1 ≡mn x2とな
り，一意性が示された．

2.4 フェルマーの小定理
この節では，合同式に関するある公式を証明する．

定理 2.16 (フェルマーの小定理). pを素数とする．pと互いに素な整数 aに対して次の合同式が成
り立つ：

ap−1 ≡p 1.

この定理の証明のために，補題を準備する．

補題 2.17. kを 0 < k < pを満たす整数とする．このとき (pk)は pの倍数である．ただし，(pk) =
pCk =

p!

k!(p− k)!
は二項係数である．

Proof.
(
p
k

)
=

p!

k!(p− k)!
∈ Zであり，0 < k < pから 0 < p − k < pであるので，約分したときに分子の p

は生き残る．よって (pk)は pの倍数である．

補題 2.18. 整数 a1, . . . , an と素数 pに対して，

(a1 + · · ·+ an)
p ≡p a

p
1 + · · ·+ apn
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が成り立つ．

Proof. nに関する帰納法で示す．n = 1の時は明らか．n ≥ 2を仮定する．x = a1 + · · ·+ an−1として，二
項展開すると

(a1 + · · ·+ an)
p = (x+ an)

p =

(
p

0

)
xpa0n +

(
p

1

)
xp−1a1n + · · ·+

(
p

p− 1

)
x1ap−1

n +

(
p

0

)
x0apn

である．一方，補題 2.17より 0 < k < pに対して，(pk) ≡p 0である．よって

(x+ an)
p ≡p x

p + apn

が成り立つ．また帰納法の仮定より

xp = (a1 + · · ·+ an−1)
p ≡p a

p
1 + · · ·+ apn−1

である．以上より，
(x+ an)

p ≡p x
p + apn ≡p a

p
1 + · · ·+ apn−1 + apn

が成り立つので，帰納法より主張が示された．

補題 2.19. 整数 nと素数 pに対して，
np ≡p n

が成り立つ．

Proof. n = 0のときは明らかである．n ≥ 1とする．補題 2.18で a1 = · · · = an = 1の場合を考えると，

(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)p ≡p 1p + · · ·+ 1p︸ ︷︷ ︸
n

となるから，np ≡p nである．
次に n < 0とする．k = −nとおくと，k > 0より上の証明から kp ≡p kである．すると

−n = k ≡p k
p ≡p (−n)p ≡p (−1)pnp

となる．ここで，(−1)p ≡p −1が任意の素数pで成り立つ（p = 2の場合のみ注意する）．よって−n ≡p (−1)np

である．この両辺に −1をかけることで np ≡p nを得る．

以上よりフェルマーの小定理の証明の準備が終わった．

定理 2.16の証明. 命題 2.7と補題 2.19より従う．

2.5 剰余類
同値関係を扱うときは，同値類や商集合を用いることで，議論が進みやすくなる．一般の同値関係の同値
類や商集合の話は後にして，ここでは合同式に対する同値類である剰余類について考える．

定義 2.20. mを自然数とする．整数 aに対し，x ≡m aを満たす整数全体の集合を a+mZで表し，
法mに関する aの剰余類という．つまり，

a+mZ := {x ∈ Z : x ≡m a} ⊂ Z

である．ここで 0+mZはmZのことである．文脈からmが明らかな場合は，aと書くことが多い．
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つまり，a = a+mZである．また剰余類全体の集合を Z/mZと書く．つまり，

Z/mZ = {a : a ∈ Z}

である．

補足 2.21. 合同式 ≡m を Z 上の同値関係としてみると，剰余類 a + mZ は同値類 [a]≡m のことであり，
Z/mZは商集合 Z/≡m のことに他ならない．

例えば，m = 3のとき，

−1 = −1 + 3Z = {. . . ,−4,−1, 2, 5, . . .},

0 = 0 + 3Z = {. . . ,−3, 0, 3, 6, . . .},

1 = 1 + 3Z = {. . . ,−2, 1, 4, 7, . . .},

2 = 2 + 3Z = {. . . ,−4,−1, 2, 5, . . .}

となる．特に，−1 = 2である．
剰余類の簡単な性質を見ていく．

命題 2.22. 自然数mを固定する．整数 a, bについて以下は同値である．

(1) a = b， (2) a ∩ b 6= ∅， (3) a ≡m b， (4) a ∈ b， (5) b ∈ a．

Proof. (1), (2), (3)の同値性のみ示し，(4), (5)は演習問題とする．
((1)⇒(2))一般に，任意の整数 xに対し x ∈ xであるので x 6= ∅である．よって a = bから a∩b = a∩a =

a 6= ∅が従う．
((2)⇒(3)) x ∈ a ∩ bをとる．このとき，x ≡m aかつ x ≡m bであるので，a ≡m bが従う．
((3)⇒(1)) x ∈ aを任意にとると，x ≡m aである．すると a ≡m bから x ≡m bとなるので，x ∈ bがわ
かる．よって a ⊂ bである．同様に，a ⊃ bもわかるので a = bが従う．

命題 2.22からわかる通り，もとの整数は違えど，その剰余類が同じになることは多い．例えば，−1+3Z =

2+ 3Zであった．この場合，−1 + 3Zか 2 + 3Zのどちらかの表記に統一した方が便利である．こういった
考え方が代表元である．

定義 2.23. mを自然数とする．x ∈ Z/mZに対して，x = aとなる整数 aを xの代表元という．

Z/mZの各剰余類は代表元を 0からm− 1の整数から選ぶことができる．

命題 2.24. mを自然数とすると，

Z/mZ = {0, 1, . . . ,m− 1}

である．特に，|Z/mZ| = mである．

Proof.

Z/mZ ⊃ {0, 1, . . . ,m− 1}

は明らかなので逆の包含関係を示す．任意の剰余類 x ∈ Z/mZ をとる．このとき，ある整数 a を使って
x = aと書ける．aを mで割ったときの商と余りを q, r とする．つまり，a = qm + r で 0 ≤ r < mを
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満たす．すると，a − r = qmなので，a ≡m r がわかる．よって，x = a = r であり，0 ≤ r < mから
x ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}が従い， Z/mZ ⊂ {0, 1, . . . ,m− 1}が成り立つ．
また任意の整数 0 ≤ a < b ≤ m− 1に対して，a 6≡m bなので，|Z/mZ| = mが従う．

もちろん，Z/7Z = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}のように書くこともできるが，重要なのは剰余類が 7個だけ
ということである．
次に特殊な剰余類の集合を考える．

定義 2.25. mを 2以上の自然数とする．剰余類 a ∈ Z/mZ (a ∈ Z) に対して，gcd(a,m) = 1を満
たすものを，法mの既約剰余類と呼ぶ．また既約剰余類の集合を

(Z/mZ)× = {a ∈ Z/mZ : a ∈ Z, gcd(a,m) = 1}

= {a ∈ Z/mZ : 0 ≤ a ≤ m− 1, gcd(a,m) = 1}

と書く．

例えば，(Z/2Z)× = {1}, (Z/3Z)× = {1, 2}であり，(Z/6Z)× = {1, 5}である．この既約剰余類の個数を
考えていく．

定義 2.26. 自然数m ≥ 2に対し，ϕ(m)をmと互いに素な整数 1 ≤ a ≤ m− 1の個数を表す関数
とする．つまり，ϕ(m) = |(Z/mZ)×|である．この関数 ϕをオイラー関数という．

上の例から ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(6) = 2となっている．
一般にフェルマーの小定理は素数 pでなければ成り立たない場合がある．実際，

56−1 ≡6 5 6≡6 1

である．つまり，フェルマーの小定理をそのまま整数mに拡張することはできない．一方，素数 pに対し，
ϕ(p) = p− 1が成り立つ．よってフェルマーの小定理は pと互い素な整数 aに対して

aϕ(p) ≡p 1

が成り立つと見ることができる．実はこの表示として考えれば，より一般の自然数に対してフェルマーの小
定理を拡張することができる．

定理 2.27 (オイラーの定理). 自然数m ≥ 2とmと互いに素な整数 aに対して，

aϕ(m) ≡m 1

が成り立つ．

例えば，ϕ(6) = 2なので，
52 ≡6 1

である．
この定理は直接証明することができるが，群を学習した後に，その応用で証明することにする．
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3 群の定義
3.1 イントロダクション

定義 3.1. X を空でない集合とする．X 上の（二項）演算とは写像 f : X ×X → X のことをいう．
つまり，演算とは，2つの要素から（同じ集合に属する）新しい要素を生み出す操作のことである．
演算は ◦,+, ∗, . . .などを使い，◦(a, b)の代わりに a ◦ bと書くことが多い．こうするとこれまで知っ
ている演算の形と思えるだろう．

例えば，整数の足し算や引き算，掛け算などは Z上の演算である．演算といえば，こういった数に関す
る操作という認識があると思うが，どんな集合でも演算というものは考えられる．

例 3.2. 1から 8の数字が書かれたカードの山を準備し，この山を切る（混ぜる）ことを考える．例えば，
下図のように，上下に半分に分け，上の山のそれぞれのカードの間に下の山のカードが 1枚ずつ入るように
切る．

1 2 3 4 5 6 7 8

1 5 2 6 3 7 4 8

上 下

上 下

1

3

5

7

2

4

6

8

σ

1 3 5 7 2 4 6 8

σ

σ

σ2

σ3

上 下

1上 下2上 下3上 下4上 下5上 下6上 下7上 下8上 下

カードの切り方全体の集合をX とする．このとき，X 上の演算を次のように定義する．カードの切り方
σ1, σ2 ∈ X に対し，σ1 ◦ σ2 を σ2 で切った後に，σ1 で切る操作として定義すると，この一連の流れももち
ろんカードの切り方の 1つなので σ1 ◦ σ2 ∈ X であり，◦はX 上の演算となる．

集合X とその集合上の演算 ◦の対 (X, ◦)を代数系という．様々な操作は代数系を使って数学的に表現で
きる．ここではこの代数系の最も基本となる群というものを考える．この群を考えることで様々な現象を群
の性質を通して理解することができる．
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例 3.3 (例 3.2の続き). カードの山を何度か同じ切り方をしていくと，必ずもとのカードの山の状態に戻る
という事実がある．例えば，例 3.2で考えた切り方 σを 3回すれば上図のように元に戻る．これは σ3 = 1

を意味している．ここで 1は何もしないという切り方である．したがって上の事実はどんな切り方 δ ∈ X
に対してもある自然数 nで δn = 1となるものが存在することを意味している．これはカードの切り方の集
合が有限群という代数構造を持つことから従う．

実はオイラーの定理も同様に証明できる．つまり，群を考えることで，一見全く違う集合の性質を統一的
に証明することができる．このことを念頭に置いて群を学習していく．

3.2 群の定義
それでは群の定義を紹介する．

定義 3.4. Gを空ではない集合，◦を G上の演算とする．このとき，対 (G, ◦)が群 (group)である
とは，以下の条件を満たすときにいう．

(G1) （結合律）任意の a, b, cに対し，(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)が成り立つ．

(G2) （単位元の存在）ある元 eで，任意の元 aに対して a ◦ e = e ◦ a = aを満たすものが存在する．
このとき eを Gの ◦に関する単位元という．

(G3) （逆元の存在）任意の aに対して，ある元 h ∈ Gが存在して a ◦ h = h ◦ a = eを満たすもの
が存在する．このとき，hを aの ◦に関する逆元という．また aの逆元を a−1 と書く．

演算が文脈から明らかなときは (G, ◦)を単にGと書いて群とみなす．以降，断りがない限り，群G

の演算は ◦，単位元は eで表す．

補足 3.5. (1) もし (G, ◦)が (G1)のみを満たすときは半群 (semigroup)といい，(G1)と (G2)を満たすと
きはモノイド (monoid)という．
(2) 群の演算は基本的に「積」または「乗法」と呼ぶ．また a ◦ bを単に abと書くこともある．さらに

n ∈ Zに対し

an =



a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n 個

(n > 0)

e (n = 0)

a−1 ◦ a−1 ◦ · · · ◦ a−1︸ ︷︷ ︸
−n 個

(n < 0)

と表記する．このとき，任意の整数 n,mに対し

an ◦ am = an+m

anm = (an)m

が成り立つことは簡単に証明できる．ただし，

(a ◦ b)n = an ◦ bn

は一般に成り立たないことに注意する（a ◦ b = b ◦ aとは限らないから）．
(3) もし演算の記号として +を使う場合，逆元は a−1 の代わりに −aを使うことが多い．またこのとき，

an の代わりに n · aと書き，n · a+m · a = (n+m) · aが成り立つ．

例 3.6. (1) Z上の通常の和 +を考えると，(Z,+)は群となる．実際，(G1)は明らか．(G2)は e = 0とす
ると，任意の整数 aに対して，a+0 = 0+ a = aなので，単位元が存在する．(G3)は整数 aに対して，−a
を考えると a+ (−a) = (−a) + (a) = 0 = eとなり aは逆元を持つ．
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(2) (Z, ·)は (G3)が成り立たないので群ではない．実際，e = 1が ·に関する単位元となるが，a = 2に
対して，a · b = b · a = 1を満たす整数 b ∈ Zは存在しない．つまり，2は逆元を持たないので (G3)が成り
立たない．一方，(G1)と (G2)は満たすので，(Z, ·)はモノイドとなる．
(3) R× := R \ {0}とし，R× 上の通常の積 ·を考えると，(R×, ·)は群となる．(G1)は明らか．(G2)は

e = 1とすると，任意の a ∈ R×に対して，a · 1 = 1 · a = aなので，単位元が存在する．(G3)は a ∈ R×に
対して，1

a
を考えると a · 1

a
=

1

a
· a = 1 = eとなり aは逆元を持つ．

(4) (N,+)は 0を自然数とすればモノイド，0が自然数でないとすれば半群となる．

以降，断らない限り，Zを群として扱うときは群 (Z,+)を考える．

定義 3.7. Gを群とする．Gがアーベル群 (abelian group)または可換群 (commutative group)で
あるとは，条件

(G4)（交換律）任意の a, b ∈ Gに対し a ◦ b = b ◦ a

を満たすときにいう．

群 (Z,+)や (R×, ·)は交換律が成り立つのでアーベル群である．それではアーベル群ではない群の例を
見る．

例 3.8. 正則な，つまり逆行列を持つ 2次正方行列全体の集合をGL2(R)と書く．通常の行列の積 ·を考え
ると (GL2(R), ·)は群となる（確かめよ）．しかし，(G4)を満たさないのでアーベル群ではない．実際，

A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
1 0

3 −2

)

とすると，A,B ∈ GL2(R)であるが，AB 6= BAである．

3.3 群の基本的性質
次に群の定義の (G1)，(G2)，(G3)から導かれる群の基本的な性質を証明する．

命題 3.9 (単位元と逆元の一意性). Gを群とする．

(1) a, b ∈ Gが a ◦ b = a (または b ◦ a = b)を満たすとする．このとき，b = e (または a = e)で
ある．特に，Gの単位元は一意である．

(2) 任意の a ∈ Gに対し，aの逆元は一意である．

Proof. (1) a ◦ b = aの両辺に左から a−1 を掛けると，

b = e ◦ b = a−1 ◦ a ◦ b = a−1 ◦ a = e

である．b ◦ a = bの場合は右から b−1 を掛けると a = eが従う．
(2) h, h′ が aの逆元であるとする．このとき，a ◦ h = h ◦ a = e

a ◦ h′ = h′ ◦ a = e

であるので，
h = h ◦ e = h ◦ (a ◦ h′) = (h ◦ a) ◦ h′ = e ◦ h′ = h′

となり，aの逆元は一意である．
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命題 3.10. Gを群とする． このとき，a, b, c ∈ Gに対し以下が成り立つ．

(1) a ◦ b = cならば a = c ◦ b−1 かつ b = a−1 ◦ cである．

(2) a ◦ b = a ◦ cならば b = cである．

(3) a ◦ c = b ◦ cならば a = bである．

(4) (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1 である．

(5) (a−1)−1 = aである．

Proof. (1) a ◦ b = cの両辺の右から b−1 を掛けると

(a ◦ b) ◦ b−1 = c ◦ b−1

a ◦ (b ◦ b−1) = c ◦ b−1 ((G1)より)

a ◦ e = c ◦ b−1 ((G3)より)

a = c ◦−1 b ((G1)より)

となる．同様に，左から a−1 を掛けることで b = a−1 ◦ cを得る．
(2)と (3)は (1)と同様に証明できる．
(4) 示すべきことは a ◦ bの逆元が b−1 ◦ a−1 となることである．

(a ◦ b) ◦ (b−1 ◦ a−1) = a ◦ (b ◦ (b−1 ◦ a−1)) ((G1)より)

= a ◦ ((b ◦ b−1) ◦ a−1) ((G1)より)

= a ◦ (e ◦ a−1) ((G3)より)

= a ◦ a−1 ((G2)より)

= e ((G3)より)

となる．同様に，(b−1 ◦ a−1) ◦ (a ◦ b) = eも示せるので，(a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1 が成り立つ．
(5) a−1 の定義から a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = eである．これは aが a−1 の逆元であることも意味するので，

(a−1)−1 = aである．

3.4 有限群

定義 3.11. Gを群とする．もしGが有限集合ならGを有限群という．またこのとき，|G|をGの位
数という．Gが無限集合のときは Gを無限群という．

Gが有限群の場合，a ◦ bの計算結果を表にした乗法表（積表）を書くと便利である．つまり，以下のよ
うな表である．

◦ · · · b · · ·
...

a a ◦ b
...

ここまでの群の例はすべて無限群である．有限群の例として最も単純な群を紹介する．
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例 3.12. 1元集合G = {e}を考える．このときG上の演算 ◦（で表される式）は e ◦ e = eしかない．つま
り，乗法表は以下のようになる．

◦ e

e e

このとき，(G, ◦)は群となる（確かめよ）．このような 1元からなる群を自明群という．

例 3.13. 自明群の次に単純な群を見ていく．つまり，G = {e, g}という 2元集合とその演算 ◦を考える．e
を単位元とすると，e ◦ g = g ◦ e = gと e ◦ e = eは自動的に決まる．よって g ◦ g = eまたは g ◦ g = gとな
るが，gに逆元が存在しないといけないので，g ◦ g = eとなる．よって演算 ◦の対応が自動的に決まった．
実際，乗法表は以下の通りとなる．

◦ e g

e e g

g g e

したがって，位数 2の有限群は「本質的には」この群しかない．

実は位数 3の有限群も本質的には 1つしかない．

例 3.14. G = {e, g, h}という 3元集合とその演算 ◦を考える．eを単位元とする．逆元の一意性から乗法
表の各行および各列にはちょうど 1個 eが入らなければならない．よってもし g2 = eならば h2 = eとなる
（下図参照）．

◦ e g h

e e g h

g g e ×
h h × e

しかし，単位元の一意性から g ◦ h 6= g, hであるので，乗法表が定まらない．したがって，Gの乗法表の
可能性は以下の 1通りのみである．

◦ e g h

e e g h

g g h e

h h e g

したがって，位数 3の有限群は「本質的には」この群しかない．

位数 4で「本質的に」異なる有限群が現れる．

例 3.15. G = {e, a, b, c}という 4元集合とその演算 ◦を考える．eを単位元とすると．Gの乗法表は「本
質的には」以下の 2種類が存在する（◦1 と ◦2 で分けて書く）．

◦1 e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

◦2 e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e
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違いがわかりにくいかもしれないが，右の表だと a2 = b2 = c2 = e2 = eとなっているが，左の表は a2 6= e

である．よってこの 2つの乗法表で定義される群 (G, ◦1)と (G, ◦2)は「本質的には」違う有限群である．

「本質的には」同じ群や違う群と表現しているが，この意味は後の章で説明する．
次に代表的な有限アーベル群の例を紹介する．mを 2以上の自然数とし，Z/mZ上の演算 +を

+ : Z/mZ× Z/mZ −→ Z/mZ

∈ ∈

(a, b) 7−→ a+ b := a+Z b

で定義する．ただし+Zは Z上の加法である（以降は単に+と書くがどの集合での演算か意識しておこう）．
ここで「定義する」と書いたが「矛盾なく」定義できていることを確かめないといけない．実際，この演算
は剰余類の代表元に依存した演算となっている．例えば，m = 3のとき，−1 = 2であるので−1+1 = 2+1

でないといけない．つまり，代表元を入れ替えても答えが変わらないようにうまく定義できているか確認す
る必要がある．こういった性質をwell-defined性という．

命題 3.16. Z/mZ上の演算 +は well-definedである．

Proof. 示すべきことは，任意の剰余類 a = a′ と b = b′ に対し，a+ b = a′ + b′ が成り立つことである．+

の定義から a+ b = a+ bかつ a′ + b′ = a′ + b′ である．仮定から a ≡m a′ かつ b ≡m b′ であるので，この
両片を足すと a+ b ≡m a′ + b′が得られる．これは a+ b = a′ + b′を意味するので．a+ b = a′ + b′が成り
立つ．よって +は well-definedである．

それではこの演算に対して Z/mZがアーベル群であることを見る．

命題 3.17. (Z/mZ,+)は有限アーベル群である．またその位数はmである．

Proof. (G1) 任意の a, b, c ∈ Z/mZに対し，

(a+ b) + c = a+ b+ c = (a+ b) + c = a+ (b+ c) = a+ (b+ c) = a+ (b+ c)

より結合律が成り立つ．
(G2) e = 0とすると，任意の a ∈ Z/mZに対し，

a+ 0 = a+ 0 = a = 0 + a = 0 + a

なので，単位元が存在する．
(G3) 任意の a ∈ Z/mZに対し，−aを考えると，

a+−a = a+ (−a) = 0 = (−a) + a = −a+ a

なので，逆元が存在する．
(G4) 任意の a, b ∈ Z/mZに対し，

a+ b = a+ b = b+ a = b+ a

であるので交換律が成り立つ．
また |Z/mZ| = mであるので，以上より (Z/mZ,+)は位数mの有限アーベル群である．

以降，断りがない限り，Z/mZで群 (Z/mZ,+)を意味する．

次に (Z/mZ)×を考える．Z/mZと同様に+が定義できそうだが実はできない．実際，m = 3とすると，
(Z/3Z)× = {1, 2}であるが，1 + 2 = 0 /∈ (Z/mZ)× となる．つまり，演算の結果が同じ集合に属さないの
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である．演算の結果がいつでも同じ集合に属するのも well-defined性では必要となる．そこで，演算 ·を考
える．(Z/mZ)× 上の演算 ·を以下で定義する．

· : (Z/mZ)× × (Z/mZ)× −→ (Z/mZ)×

∈ ∈

(a, b) 7−→ a · b := a ·Z b

で定義する．ただし ·Z は Z上の乗法である（以降は単に ·と書く）．

命題 3.18. (Z/mZ)× 上の演算 ·は well-definedである．

Proof. a, b ∈ (Z/mZ)× に対して a · b = a · bが (Z/mZ)× に属することを示す．これは a · bとmが互いに
素であることを意味する．これは aと mが互いに素かつ bと mが互いに素であることから従う．よって
a · b ∈ (Z/mZ)× である．
次に任意の既約剰余類 a = a′と b = b′に対し，a ·b = a′ ·b′が成り立つことを示す．·の定義から a ·b = a · b
かつ a′ · b′ = a′ · b′である．仮定から a ≡m a′かつ b ≡m b′であるので，この両片を掛けると a · b ≡m a′ · b′

が得られる．これは a · b = a′ · b′ を意味するので．a · b = a′ · b′ が成り立つ．
以上より ·は well-definedである．

命題 3.19. ((Z/mZ)×, ·)は有限アーベル群である．またその位数は ϕ(m)である．

Proof. (G1), (G2), (G4)の証明は演習問題とする．ここで単位元は 1である．
(G3) 任意の a ∈ (Z/mZ)× をとる．このとき，gcd(a,m) = 1であるので，ax +my = 1を満たす整数

x, yが存在する．この xに対し，gcd(x,m) = 1である．実際，gcd(x,m) =: d ≥ 2だと，ax+my = 1の
左辺が dの倍数となり，右辺が 1なので矛盾である．したがって x ∈ (Z/mZ)×である．特に，ax ≡m 1で
あるので，a · x = ax = 1となることから，xは aの逆元である．
また |(Z/mZ)×| = ϕ(m)であるので，以上より ((Z/mZ)×, ·)は位数 ϕ(m)の有限アーベル群である．

以降，断りがない限り，(Z/mZ)× で群 ((Z/mZ)×, ·)を意味する．

3.5 対称群
写像の性質についていくつか復習する．

定義 3.20. 空でない集合X,Y と写像 f : X → Y を考える．

(1) f が単射 (injective)であるとは，任意の a, b ∈ X に対し，f(a) = f(b)ならば a = bを満たす
ときにいう．

(2) f が全射 (surjective)であるとは，任意の y ∈ Y に対し，f(x) = yを満たす x ∈ X が存在す
るときにいう．

(3) f が単射かつ全射のとき，f は全単射 (bijective)であるという．

空でない集合X,Y, Z と写像 f : X → Y, g : Y → Z に対し，写像 g ◦ f : X → Z を x 7→ g(f(x))で定義
する．このとき，g ◦ f を写像 f, gの合成写像という．
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命題 3.21. 空でない集合X,Y, Z と写像 f : X → Y, g : Y → Z を考える．

(1) f, gがともに単射であれば，g ◦ f も単射である．

(2) f, gがともに全射であれば，g ◦ f も全射である．

(3) f, gがともに全単射であれば，g ◦ f も全単射である．

Proof. (1) 任意の a, b ∈ X で (g ◦ f)(a) = (g ◦ f)(b)を満たすものをとる．このとき，g(f(a)) = g(f(b))で
あり，gの単射性から f(a) = f(b)が成り立つ．また f の単射性から a = bが成り立つ．よって g ◦ f は単
射である，
(2) 任意の z ∈ Z をとる．このとき，gの全射性から z = g(y)となる y ∈ Y が存在する．さらに f の全
射性から y = f(x)となる x ∈ X が存在する．よって

z = g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x)

となるので，z = (g ◦ f)(x)を満たす x ∈ X が存在することがわかったので，g ◦ f は全射である．
(3) (1)と (2)から従う．

空でない集合X に対し，写像
idX : X → X

を x 7→ xで定義する．この写像 idX をXの恒等写像という．また写像 f : X → Y に対し，写像 g : Y → X

で
g ◦ f = idX ,　　　 f ◦ g = idY

を満たすものが存在するとき，gを f の逆写像といい，f−1 と書く．

命題 3.22. 空でない集合X,Y と写像 f : X → Y を考える．このとき，f が全単射である必要十分
条件は f の逆写像が存在することである．特に，逆写像は全単射である．

Proof. （⇒）fが全単射であるとする．任意の y ∈ Y をとる．fが全射であるので f(xy) = yを満たすxy ∈ X
が存在する．さらに f が単射であるので，この xy は yに対して一意に定まる．すると，y 7→ g(y) = xy と
いう対応で写像 g : Y → X が定義できる．このとき，任意の xに対し f(xf(x)) = f(x)であり，f が単射
なので xf(x) = xである．特に，

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = xf(x) = x

であるので，g ◦ f = idX となる．また任意の y ∈ Y に対し，
(f ◦ g)(y) = f(g(y)) = f(xy) = y

であるので f ◦ g = idY となる．よって f は逆写像 gを持つ．
（⇐）f が逆写像 f−1 を持つとする．任意の a, b ∈ X で f(a) = f(b)となるものをとる．すると，

a = idX(a) = (f−1 ◦ f)(a) = f−1(f(a)) = f−1(f(b)) = (f−1 ◦ f)(b) = idX(b) = b

であるので f は単射である．次に任意の y ∈ Y をとる．x = f−1(y) ∈ X とする．このとき，
f(x) = f(f−1)(y) = (f ◦ f−1)(y) = idY (y) = y

となるので，f(x) = yを満たす x ∈ X が存在するので f は全射である．よって f は全単射である．

空でない集合X に対し，SX をX からX への全単射写像全体の集合とする．つまり
SX := {f : X → X | f は全単射 }

このとき，命題 3.21から写像の合成 ◦はSX 上の演算を定義する．
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命題 3.23. (SX , ◦)は群である．この群SX をX の対称群 (symmetric group)とよぶ．

Proof. 写像の合成は結合律を満たすので (G1)が従う．恒等写像 idX が単位元となるので (G2)が従う．任
意の σ ∈ SX に対し，σ−1 ∈ SX であり，これが逆元であるので (G3)が従う．以上より，(SX , ◦)は群で
ある．

補足 3.24. SX を考える際，全単射写像 σ ∈ SX をX の置換とも呼ぶ．また恒等写像や逆元をそれぞれ恒
等置換や逆置換と呼ぶ．さらに合成写像を置換の積ともいう．

一般に写像の合成は可換ではない．つまり σ ◦ τ 6= τ ◦σとなるときがある．よって一般には対称群はアー
ベル群とはならない．
以降，X が有限集合の場合を考える．X = {1, 2, . . . , n}とし，SX を Sn と書く．このとき Sn を n次
対称群と呼ぶ．σ ∈ Sn をとると，σ(1), . . . , σ(n)の中には 1, . . . , nがちょうど 1度ずつ現れる．つまり，
σ(1), . . . , σ(n)は 1, . . . , nの並び替え（置換）だと思うことができる．数列 1, . . . , nを数列 σ(1), . . . , σ(n)

に移すことを
σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
と表すことにして，σと同一視する．また列を入れ替えたものは同じ置換を表すとする．例えば，(

1 2 3

2 3 1

)
=

(
3 2 1

1 3 2

)

である．こうすることで，σの逆置換は

σ−1 =

(
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

1 2 · · · n

)

となることがわかる．

例 3.25. n = 3の場合を考える．このとき，

S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}

となる．置換の積 τ ◦ σは結局 σで数字を入れ替えた後に τ で数字を入れ替えることを意味する．例えば，

σ =

(
1 2 3

2 3 1

)
, τ =

(
1 2 3

3 2 1

)
=

(
2 3 1

2 1 3

)

とすると τ ◦ σは
τ ◦ σ =

(
1 2 3

2 1 3

)
となる．一方，

σ ◦ τ =

(
1 2 3

1 3 2

)
であるので，τ ◦ σ 6= σ ◦ τ となる．よって (S3, ◦)は非可換な有限群である．

例 3.2と 3.3でカードの山を切ることを考えた．結局カードを切るということはカードの順番を並び替え
ることに他ならないので，

8枚のカードの切り方全体の集合 = S8

となることがわかる．したがってカードの山を切るという操作を置換であると認識することで，群の中で扱
うことが可能となる．
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3.6 直積群
2つの群から新たに群を構成することができる．(G1, ◦1)と (G2, ◦2)を単位元をそれぞれ e1と e2とする
群とする．今，直積 G1 ×G2 上の演算 ◦を以下で定義する．

◦ : (G1 ×G2)× (G1 ×G2)→ G1 ×G2; ((a1, b1), (a2, b2)) 7→ (a1 ◦1 a2, b1 ◦2 b2).

命題 3.26. (G1 ×G2, ◦)は単位元を (e1, e2)とする群である．

Proof. 演習問題とする．

例 3.27. 直積群 Z/2Z× Z/2Zを考える．ただし，演算の記号として +を使う．これは以下の乗法表で定
義される群である．

+ (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)

(0, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)

(1, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 1) (1, 1)

(0, 1) (0, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 0)

(1, 1) (1, 1) (0, 1) (1, 0) (0, 0)

←→

◦2 e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

今，(0, 0) = e, (1, 0) = a, (0, 1) = b, (1, 1) = cとすると，Z/2Z × Z/2Zは例 3.15で考えた (G, ◦2)に他
ならない．一方で，同様に乗法表を比べることで (G, ◦1)は Z/4Zと同一視することができる．したがって，
例 3.15で説明していたことは，Z/4Zと Z/2Z× Z/2Zが「本質的には」違う有限群であるということであ
る．しかし，実は Z/6Zと Z/2Z× Z/3Zは「本質的には」同じ有限群である．つまり，この 2つの群の乗
法表は同じ形をしている．より詳しい説明は後の節で行う．
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4 部分群と巡回群
4.1 部分群の定義
(G, ◦)を群とする．Gの空でない部分集合H に対し，写像

◦|H : H ×H → G, (a, b) 7→ a ◦ b

を定義する．つまり，Gの演算 ◦を H の元のみで考えてることになるが，a ◦ b /∈ H となる可能性もある
ので ◦|H がH 上の演算になるとは限らない．もし ◦|H がH 上の演算となる，つまり ◦|H : H ×H → H と
して定義でき，(H, ◦|H)が群となるとき，H を Gの部分群 (subgroup)という．まず，部分群H の単位元
や逆元が Gから引き継がれることを見る．

補題 4.1. Gを群とし，H を Gの部分群とする．

(1) eと e′ をそれぞれ GとH の単位元とする．このとき，e = e′ である．特に e ∈ H である．

(2) 任意の a ∈ H に対し，a−1 と a′ をそれぞれ G と H の中での a の逆元とする．このとき，
a−1 = a′ である．特に，a−1 ∈ H である．

Proof. (1) e′ がH の単位元であるので，ある（任意の）h ∈ H ⊂ Gに対し，

a = a◦|He′ = a ◦ e′

が成り立つ．よって Gの単位元の一意性から e = e′ が従う．
(2) (1)から

e = a◦|Ha′ = a ◦ a′

である．Gの逆元の一意性から a−1 = a′ が従う．

この補題を使うことで以下の命題が示せる．この命題を部分群の定義と思ってもよい．

命題 4.2. Gを群とする．このとき，空でない部分集合 H ⊂ Gが Gの部分群である必要十分条件
は以下の条件を満たすときにいう．

(H1) （逆元に関して閉じている）任意の a ∈ H に対し，a−1 ∈ H である．

(H2) （演算に関して閉じている）任意の a, b ∈ H に対し，a ◦ b ∈ H である．

Proof. （⇒）(H, ◦|H)がGの部分群であるとする．このとき，◦|HがH上の演算となるので，任意の a, b ∈ H
に対し a◦|Hb ∈ H となる．よって (H2)を満たす．また補題 4.1から (H1)が従う．
（⇐）(H1)，(H2)を満たすとする．(H2)は ◦|H が H 上の演算として定義できることを意味している．
このとき，(H, ◦|H)が (G1)，(G2)，(G3)を満たすことを言えばよい．◦は結合律を満たすので，制限し
た ◦|H も結合律を満たす．よって (G1)が従う．また H 6= ∅より a ∈ H がとれる．このとき，(H1)から
a−1 ∈ H である．さらに，(H2)から a ◦ a−1 = e ∈ H である．eがGの単位元であることから，eがH の
単位元になっていることが従う．よって (G2)が満たされる．再び (H1)より (G3)も満たされる．以上から
(H, ◦|H)は群となる．よってH は Gの部分群である．

系 4.3. Gを群とする．このとき，空でない部分集合 H ⊂ Gが Gの部分群である必要十分条件は
以下の条件を満たすときにいう．

(H) 任意の a, b ∈ H に対し，a ◦ b−1 ∈ H である．
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Proof. (H1)，(H2)を満たすなら (H)を満たすことは明らか．(H)を満たすと仮定する．(H)の a = bのと
きを考えると，a ◦ a−1 = e ∈ H である．よって a = eを考えると任意の b ∈ H に対し b−1 = e ◦ b−1 ∈ H
であるので (H1)を満たす．さらに，任意の a, b−1 ∈ H に対し，a ◦ b = a ◦ (b−1)−1 ∈ H であるので (H2)

も満たす．

以降，H が群 (G, ◦)の部分群のとき，H 上の演算 ◦|H を単に ◦と書くことにする．

例 4.4. Gを群とする．このとき，{e}は明らかにGの部分群である．また自分自身GももちろんGの部
分群である．この 2つの部分群を Gの自明な部分群という．

例 4.5. 群 (Z,+)を考える．
(1) 任意の整数 nに対し，nZは Zの部分群である．実際， (H) 任意の nx, ny ∈ nZ (x, y ∈ Z)に対し，

nx+ (−ny) = n(x− y) ∈ nZである．
(2) 部分集合H = {2x+ 1 : x ∈ Z} ⊂ Zは Zの部分群ではない．これはH が (H1)，(H2)のいずれかの
一つでも満たさないことを見ればよい．実際，1, 3 ∈ H だが 1 + 3 = 4 /∈ H なので (H2)を満たさない．

4.2 巡回群

命題 4.6. 群 Gと a ∈ Gに対し，集合

〈a〉 := {an : n ∈ Z} ⊂ G

を考える．このとき，〈a〉は Gの部分群である．

Proof. 任意の x, y ∈ 〈a〉をとる．このとき，整数 n,mを使って，x = an, y = am と書ける．y の逆元は
y−1 = a−m である．このとき，

x ◦ y−1 = an ◦ a−m = an−m

であり，n−m ∈ Zなので x ◦ y−1 ∈ 〈a〉となる．よって (H)を満たすので，〈a〉はGの部分群である．

定義 4.7. 群 Gが巡回群 (cyclic group)であるとは，ある元 a ∈ Gで

G = 〈a〉

となるものが存在するときにいう．このとき，aを巡回群 Gの生成系という．

例 4.8. 群 Z/4Zと群 Z/2Z× Z/2Zを考える．ここで，a ∈ Z/4Zに対し，

〈a〉 = {n · a : n ∈ Z} ⊂ Z/4Z

であることに注意する．まず Z/4Zは 1を生成系とする巡回群である．実際，

Z/4Z = {0 · 1, 1 · 1, 2 · 1, 3 · 1} = 〈1〉

である．また 3も Z/4Zの巡回群としての生成系となる．実際，

1 · 3 = 3,

2 · 3 = 2,

3 · 3 = 1,

4 · 3 = 0
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なので，
Z/4Z = {1 · 3, 2 · 3, 3 · 3, 4 · 3} = 〈3〉

である．これらから巡回群の生成系は一意的でないことがわかる．
一方，Z/2Z×Z/2Zは巡回群ではない．これを確かめる．整数 n ∈ Zと元 (a, b) ∈ Z/2Z×Z/2Zに対し，

n · (a, b) := (n · a, n · b)

と表記する．すると，
〈(a, b)〉 = {n · (a, b) : n ∈ Z} ⊂ Z/2Z× Z/2Z

と表される．このとき，
2 · (0, 0) = 2 · (1, 0) = 2 · (0, 1) = 2 · (1, 1) = (0, 0)

であるので，n · (1, 0) = (0, 1)を満たす整数 nは存在しない．よって Z/2Z×Z/2Z 6= 〈(1, 0)〉である．同様
に，Z/2Z× Z/2Z 6= 〈(0, 1)〉と Z/2Z× Z/2Z 6= 〈(1, 1)〉もわかるので，Z/2Z× Z/2Zは巡回群ではない．

Z/4Zは巡回群であったが Z/mZはいつでも巡回群である．

命題 4.9. Z/mZは巡回群である．

Proof. 整数 nに対して，n · 1 = nなので，

Z/mZ = {n · 1 : n ∈ Z} = 〈1〉

となるから Z/mZは 1を生成系とする巡回群である．

一方で，(Z/mZ)× は巡回群になるとは限らない．

例 4.10. (Z/8Z)× を考える．このとき，(Z/8Z)× = {1, 3, 5, 7}である．1
2
= 3

2
= 5

2
= 7

2
= 1となって

いるので，例 4.8と同様に考えると (Z/8Z)× は巡回群にならないことがわかる．

4.3 元の位数

定義 4.11. Gを群とする．元 a ∈ Gに対し，an = eを満たす最小の自然数 nを aの位数といい，
ord(a)と書く．もしそのような自然数が存在しない場合，ord(a) =∞と書くことにする．逆に存在
する場合は ord(a) <∞と表現する．

補足 4.12. 元 aの位数は巡回群 〈a〉の位数として定義してもよい．つまり，

ord(a) = |〈a〉|

である．

例えば，群 (Z,+)において，ord(2) =∞である．実際，任意の自然数 nに対して 2n > 0である．一方，
((Z/5Z)×, ·)において，ord(2) = 4や ord(4) = 2となる（確かめよ）．
簡単な位数の性質を見ていく．

命題 4.13. Gを群とし，元 a ∈ Gの位数が n，つまり ord(a) = n <∞とする．このとき，整数m

に対し，am = eである必要十分条件は n|mである．特に，ord(a−1) = nである．
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Proof. （⇒）mを nで割った商と余りを q, rとする．つまり，m = nq+ rで 0 ≤ r < nである．すると仮
定より，

e = am = anq+r = (an)q · ar = eq · ar = e · ar = ar

となる．このとき，ord(a) = nから r = 0でなければならない．実際，0 < r < n で ar = e となれば r < n

で aの位数より小さい自然数で ar = e となってしまい矛盾する．よってm = nqなので，n|mが従う．
（⇐）n|mからある整数 kを用いてm = nkと書ける．すると

am = ank = (an)k = ek = e

である．
−n|nより (a−1)n = a−n = eとなることから，ord(a−1) ≤ n = ord(a)である．よって ord(a−1) <∞よ
り，同様に考えると，ord(a−1) ≥ ord(a) = nが言えるので，ord(a−1) = nが従う．

例えば，((Z/5Z)×, ·) において ord(2) = 4 だったので，2
10

= 2
8 · 22 = 1 · 4 = 4 のように計算でき，

2
−1

= 3なので，ord(3) = 4もわかる．
無限群では位数が無限となる元が存在したが，有限群ではどの元の位数も有限である．

命題 4.14. Gを有限群とする．このとき，任意の a ∈ Gに対し，ord(a) <∞である．

Proof. Gが有限群であるので，無限列
a, a2, a3, a4, . . .

の中で同じ 2つの元が存在する．それを an, am (n < m)とする．an = amの両辺の左から a−nを掛けると

e = a0 = a−n ◦ an = a−n ◦ am = am−n

となり，m− n > 0であるので，ord(a) ≤ m− n <∞が成り立つ．

さて，例 3.3で，カードの山を何度か同じ切り方をしていくと，必ず元のカードの山の状態に戻るという
事実があると紹介した．これまでの結果からこれが証明できる．実際，n枚のカードの山の切り方全体の集
合というのは n次対称群と思うことができた．あるカードの切り方を何度か繰り返すというのは，σ ∈ Sn

を使って σr と表現できる．Sn は有限群なので命題 4.14から σr = idn となる自然数 rが存在する．これ
は σを r回繰り返せば元の状態に戻ることを意味するので事実が確かめられた．後の章で，ord(a)は有限
だけでなく，もう少し性質がわかることを示し，オイラーの定理の証明へ繋ぐ．
最後に元の位数を計算するのに便利な命題を証明する．

命題 4.15. Gを群とし，元 a ∈ Gの位数が n，つまり ord(a) = n <∞とする．このとき，自然数
kに対し，

ord(ak) =
n

gcd(n, k)

が成り立つ．

Proof. gcd(n, k) = dとおくと，整数 n′, k′を用いて n = n′d, k = k′dと書ける．このとき，gcd(n′, k′) = 1

である．示すことは ord(ak) = n′ である．まず，

(ak)n
′
= (ak)

n
d = (an)

k
d = ek

′
= e

であるから，ord(ak) ≤ n′ である．ord(ak) = mとすると，e = (ak)m = akm と命題 4.13から n|kmであ
る．すると n′d|k′dmであるので，n′|k′mとなるが，gcd(n′, k′) = 1から n′|mである．よって n′ ≤ mで
あるので，n′ ≤ m = ord(ak) ≤ n′ となり，ord(ak) = n′ がわかる．
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5 準同型写像と同型
ここまで群が「本質的に」同じといった表現をしていたが，正確な定義を述べていく．

5.1 準同型写像
一般に，2つの集合を比べるとき，その集合間の写像を考えることは基本である．しかし，単なる集合で
はなく，群として比べたいときは，特別な写像を考える．

定義 5.1. (G1, ◦1), (G2, ◦2)を群とする．写像 f : G1 → G2 が（群）準同型写像 (homomorphism)

であるとは，任意の a, b ∈ G1 に対し，

f(a ◦1 b) = f(a) ◦2 f(b)

を満たすときにいう．

乗法表で見ると，準同型写像というのは，写像で移る前の演算の対応と，移った先の演算の結果が一致し
ているということである．

◦1 · · · b · · ·
...

a a ◦1 b
...

f−→

◦2 · · · f(b) · · ·
...

f(a) f(a ◦1 b)?
...

したがって，準同型写像というのはもと群の群構造を保つ写像ということがわかる．以降，断りがない限
り，G1 と G2 の演算をそれぞれ ◦1, ◦2，単位元をそれぞれ e1, e2 で表す．
例を見る前に，準同型写像の大事な性質として，単位元や逆元が保たれていることを見る．

命題 5.2. G1, G2 を群とし，f : G1 → G2 を準同型写像とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) f(e1) = e2 である．

(2) 任意の a ∈ G1 に対し，f(a−1) = f(a)−1 である．

Proof. (1) e1 ◦1 e1 = e1 より，
f(e1) = f(e1 ◦1 e1) = f(e1) ◦2 f(e1)

である．したがって G2 における単位元の一意性から f(e1) = e2 となる．
(2) 示すべきことは f(a)の逆元が f(a−1)となることである．これは

f(a) ◦2 f(a−1) = f(a ◦1 a−1) = f(e1) = e2

f(a−1) ◦2 f(a) = f(a−1 ◦1 a) = f(e1) = e2

から従う．

それでは準同型写像の例をいくつか見ていこう．

例 5.3. (1) 群 G1, G2 に対し，f : G1 → G2 を g 7→ e2 で定義する．つまり，全ての元が G2 の単位元に移
るような写像を考える．すると任意の a, b ∈ G1 に対し，

f(a ◦1 b) = e2 = e2 ◦2 e2 = f(a) ◦2 f(b)
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が成り立つので，f は準同型写像である．これを自明な準同型写像という．
(2) 2倍写像 f : Z→ Z, x 7→ 2xを考えよう．任意の x, y ∈ Zに対し，

f(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = f(x) + f(y)

であるので，f は準同型写像である．
(3) 写像 f : Z→ Z, x 7→ x+ 2を考える．このとき，

f(1 + 1) = f(2) = 2 + 2 = 4 6= (1 + 2) + (1 + 2) = f(1) + f(1)

より，任意の x, y ∈ Zに対し，f(x+ y) = f(x) + f(y)が成り立つとは限らない．よって f は準同型写像で
はない．
(4) 正則な 2次正方行列全体の集合GL2(R)は行列の積に関して群であった．また (R×, ·)も群であった．
写像 f : GL2(R) → R× を A 7→ detAで定義する．ここで detAは Aの行列式を表す．このとき，任意の
A,B ∈ GL2(R)に対し，detAB = detA · detB であったことを思い出すと，

f(AB) = detAB = detA · detB = f(A) · f(B)

が成り立つので，f は準同型写像である．
写像 f : G1 → G2があったとき，元 x ∈ G1に対し，f(x) ∈ G2を xの f に関する像 (image)と呼ぶ．ま
た像全体の集合

Im(f) := {f(x) ∈ G2 : x ∈ G1}

を f の像と呼ぶ．一般にG1, G2が群であったとしても Im(f)が群になるとは限らない．しかし，f が準同
型写像であればいつでも Im(f)は群となる．

命題 5.4. G1, G2 を群とし，f : G1 → G2 を準同型写像とする．このとき Im(f)は G2 の部分群で
ある．

Proof. 任意の f(x), f(y) ∈ Im(f) (x, y ∈ G1)をとる．このとき，

f(x) ◦2 f(y)−1 = f(x) ◦2 f(y−1) = f(x ◦ y−1) ∈ Im(f)

であるので，Im(f)は G2 の部分群である．

したがって f : G1 → G2が準同型写像であれば，Im(f)はG1の群構造を「ある程度」引き継いだG2の
部分群であることがわかる．特に，Im(f)はもとの群G1の性質を引き継ぐことが多い．例えば，以下のよ
うな性質がある．

命題 5.5. G1, G2 を群とし，f : G1 → G2 を準同型写像とする．このとき，G1 が巡回群であれば，
Im(f)も巡回群である．

Proof. 任意の x ∈ G1 と整数 nに対して，f の準同型性から

f(xn) = (f(x))n

となることがわかる．今，a ∈ G1 を使って G1 = 〈a〉と書けるとする．すると，

Im(f) = {f(x) : x ∈ G1} = {f(an) : n ∈ Z} = {(f(a))n : n ∈ Z} = 〈f(a)〉

となり，Im(f)が巡回群であることがわかった．

準同型写像 f : G1 → G2に対して，Im(f)はG1の群構造を「ある程度」引き継ぐといったが，これは一
部の群構造が「潰れる」ときがあるのでこのように表現した．実際，自明な準同型写像を考えると，全てが
単位元に飛ぶので群構造がほとんど「潰れる」のがわかるだろう．この「潰れる」元全体の集合を考える．
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定義 5.6. G1, G2 を群とし，f : G1 → G2 を準同型写像とする．このとき，集合

Ker(f) := {x ∈ G1 : f(x) = e2} ⊂ G1

を f の核 (kernel)という．

下図のように，Ker(f)とは単位元 1点に圧縮される集合のことである．

•
•

•

e1

G1

Ker(f)

•
e2

G2

Im(f)

f

実は Ker(f)も群構造を持つ．

命題 5.7. G1, G2を群とし，f : G1 → G2を準同型写像とする．このときKer(f)はG1の部分群で
ある．

Proof. 任意の x, y ∈ Ker(f)をとる．このとき f(x) = f(y) = e2である．また f(y−1) = f(y)−1 = e−1
2 = e2

である．すると
f(x ◦1 y−1) = f(x) ◦2 f(y−1) = e2 ◦2 e2 = e2

であるので，x ◦1 y−1 ∈ Ker(f)が従う．よって Ker(f)は G1 の部分群である．

f が準同型写像の場合，Ker(f)を調べることで f が単射かどうか判定できる．

命題 5.8. 準同型写像 f : G1 → G2 が単射である必要十分条件は Ker(f) = {e1}である．

Proof. （⇒）x ∈ Ker(f)とすると，
f(x) = e2 = f(e1)

である．f が単射であるので，x = e1 が成り立ち，Ker(f) = {e1}が従う．
（⇐）任意の x, y ∈ G1 で f(x) = f(y)を満たすものをとる．このとき，f の準同型性より

e2 = f(x) ◦2 f(x−1) = f(y) ◦2 f(x−1) = f(y ◦1 x−1)

である．よって y ◦1 x−1 ∈ Ker(f) = {e1}が成り立つので，y ◦1 x−1 = e1となり，y = xを得る．よって f

は単射である．

この命題から，Im(f)が潰れないことと f が単射であることが同値であることがわかる．
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5.2 同型写像と同型
準同型写像 f : G1 → G2によりG2の中で，G1の群構造をある程度引き継いだ部分群 Im(f)を見つける
ことができる．ということは，Im(f)が潰れずに，それがG2全体，つまり，Im(f) = G2となれば，G1と
G2が同じ群構造を持つと思うことができる．命題 5.8からこれは f が全単射であることと同値である．こ
ういった状況を群が「本質的に同じ」と考える．それでは正式な用語を使いこれらを定義する．

定義 5.9. 群 G1, G2 と準同型写像 f : G1 → G2 を考える．f が同型写像 (isomorphism)であると
は，f が全単射となるときにいう．またG1からG2への同型写像が存在するとき，G1はG2と同型
(isomorphic)であるといい，G1

∼= G2 と書く．

命題 5.10. f : G1 → G2 が同型写像であれば，その逆写像も同型写像である．したがって，G1 が
G2 に同型ならば，G2 は G1 に同型である．よって単に G1 と G2 は同型であるといってよい．

Proof. 示すべきことは，f−1 : G2 → G1が準同型写像であることである．任意の a, b ∈ G2をとる．f ◦f−1 =

idG2
および f が準同型写像であることから

f(f−1(a) ◦1 f−1(b)) = (f ◦ f−1)(a) ◦2 (f ◦ f−1)(b) = a ◦2 b = (f ◦ f−1)(a ◦2 b) = f(f−1(a ◦2 b))

が成り立つ．よって f が単射であることから

f−1(a) ◦1 f−1(b) = f−1(a ◦2 b)

が従う．よって f−1 は準同型写像である．

それでは例を見ていこう．

例 5.11. 群 Z/4Z = {0, 1, 2, 3}と (Z/5Z)× = {1, 2, 3, 4}に対して，写像 f : Z/4Z→ (Z/5Z)× を

0 7→ 1, 1 7→ 2, 2 7→ 4, 3 7→ 3,

で定義する．手計算により f が準同型写像であることがわかる．また定義から明らかに f は全単射である．
よって f は同型写像であるので，Z/4Zと (Z/5Z)× は同型となることがわかった．実際，この 2つの群の
乗法表を書いてみると，全く同じ法則になっていることがわかる．これが同型の意味である．

Z/4Z 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

(Z/5Z)× 1 2 4 3

1 1 2 4 3

2 2 4 3 1

4 4 3 1 2

3 3 1 2 4

◦ e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

次に位相が小さい群について見ていこう．

命題 5.12. Gを位数 2の有限群とする．このとき，

G ∼= Z/2Z

である．

Proof. G = {e, g}とする．Gの例 3.13の乗法表で定義されていることを思い出そう．写像 f : Z/2Z→ G

を 0 7→ eと 1 7→ gで定義する．このとき，f は同型写像である．実際，全単射性は定義から明らかで，準
同型性は 4通りを全て考えればよい．
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この命題は，位数 2の群構造はただ１つしかないことを意味する．したがって，位数 2の群を考えると
きは Z/2Zとして考えても問題ないことになる．
同様に以下の命題も簡単に示せる．

命題 5.13. Gを位数 3の有限群とする．このとき，

G ∼= Z/3Z

である．

Proof. 演習問題とする．

位数が違えば，集合間に全単射写像は存在しないのでもちろん同型ではない．しかし，位数が同じであっ
ても同型にならない群が存在する．それが Z/4Zと Z/2Z× Z/2Zである．この 2つの群が同型でないこと
を定義通り見るためには Z/4Zから Z/2Z× Z/2Zへの同型写像がないことを示せばよい．今回の場合は位
数が小さい有限群なのですべての可能性（写像）を考えればよいが，もっと大きい群の場合，この方法は現
実的ではない．同型というのは群として同じということだった．つまり，２つの群が違う性質を持てば同型
でないことは想像できるだろう．実際，Z/4Zは巡回群であり，Z/2Z× Z/2Zは巡回群でなかった．実は，
この事実から，この 2つの群が同型でないことがわかる．

命題 5.14. G1 と G2 が同型な群であるとする．このとき，G1 が巡回群であることと，G2 が巡回
群であることは同値である．

Proof. f : G1 → G2を同型写像とする．このとき，Im(f) = G2である．よって命題 5.5より G1が巡回群
であれば G2 も巡回群である．f−1 を考えれば逆も示せる．

系 5.15. Z/4Z 6∼= Z/2Z× Z/2Zである．
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6 剰余類と剰余群
群 Zとその部分群mZから剰余類 Z/mZが構成できた．この概念を一般の群に拡張する．

6.1 剰余類
商集合の性質を少し復習する．集合X とその同値関係∼に対し，a ∈ X の同値類 [a]∼というのは，aと
同値なX の元全体の集合，つまり，{b ∈ X : a ∼ b}であった．これは，aと何らかの意味で等しいもので
グループを作るということである．そのグループを集めた集合が商集合X/∼であった．つまり，X/∼は集
合X を ∼でグループ分けするという操作になる．これを集合X の分割といった．正確に定義すると，分
割は以下で定義される．

定義 6.1. 集合X の分割とは，X の部分集合族 {Xλ : λ ∈ Λ}で以下の条件を満たすものである．

(1) X =
⋃

λ∈ΛXλ，

(2) 任意の λ ∈ Λに対し，Xλ 6= ∅である．

(3) 任意の異なる λ, ν ∈ Λに対し，Xλ ∩Xν = ∅である．

このとき，X =
⊔
λ∈Λ

Xλ と表現する．

命題 6.2. 集合X とその同値関係 ∼に対し，商集合X/∼はX の分割となる．つまり，S をX/∼
の完全代表系とすれば，

X =
⊔
a∈S

[a]∼

となる．

Proof. 情報数理 Bの 5回目を参照．

それでは群とその部分群から同値関係を定義する．Gを群とし，H を Gの部分群とする．このとき，G
上の関係 ≡l を以下のように定義する．

a ≡l b ⇐⇒
def

b−1 ◦ a ∈ H

⇐⇒ a = b ◦ hを満たす h ∈ H が存在する.

また G上の関係 ≡r を以下のように定義する．

a ≡r b ⇐⇒
def

a ◦ b−1 ∈ H

⇐⇒ a = h ◦ bを満たす h ∈ H が存在する.

命題 6.3. ≡l と ≡r はともに G上の同値関係である．

Proof. ≡l の場合のみ証明する．
（反射律）任意の a ∈ Gに対し，a−1 ◦ a = e ∈ H であるので a ≡l aである．よって≡lは反射的である．
（対称律）任意の a, b ∈ Gで a ≡l bとなるものをとる．このとき，b−1 ◦ a ∈ H である．H が部分群で
あるので

a−1 ◦ b = (b−1 ◦ a)−1 ∈ H
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が従う．よって b ≡l aとなり ≡l は対称的である．
（推移律）任意の a, b, c ∈ G で a ≡l b かつ b ≡l c となるものをとる．このとき，b−1 ◦ a ∈ H かつ

c−1 ◦ b ∈ H である．すると，H が部分群であるので

c−1 ◦ a = c−1 ◦ e ◦ a = c−1 ◦ (b ◦ b−1) ◦ a = (c−1 ◦ b) ◦ (b−1 ◦ a) ∈ H

が従う．よって a ≡l cとなり ≡l は推移的である．
以上より ≡l は同値関係である．

定義 6.4. Gを群，H をその部分群とする．a ∈ Gに対し，同値類

[a]≡l
= {g ∈ G : a ≡l g}

をH に関する aの属する左剰余類といい，aH で表す．同様に，同値類

[a]≡r
= {g ∈ G : a ≡r g}

をH に関する aの属する右剰余類といい，Haで表す．

命題 6.5. Gを群とする．a ∈ Gに対し

aH = {a ◦ h : h ∈ H},

Ha = {h ◦ a : h ∈ H}

となる．特に，eH = He = H である．

Proof. A = {a ◦ h : h ∈ H}とし，aH = Aの場合のみ証明する．g ∈ Gに対し，

g ∈ aH ⇐⇒ a ≡l g

⇐⇒ g ≡l a

⇐⇒ ∃h ∈ H, g = a ◦ h

⇐⇒ g ∈ A

が成り立つ．よって aH = Aである．

補足 6.6. Gがアーベル群の場合は aH = Haであるので左と右の区別をする必要がない．この場合，単
に剰余類と呼ぶことにする．

定義 6.7. 群Gとその部分群H に対し，Gの≡lに関する商集合をG/H と書き，≡r に関する商集
合をH \Gと書く．つまり，

G/H = {aH : a ∈ H},

H\G = {Ha : a ∈ H}

である．G/H とH\GをそれぞれGのH に関する左商集合と右商集合と呼ぶ．また LとRをそれ
ぞれ G/H と H\Gの完全代表系としたとき，G =

⊔
a∈L

aH と G =
⊔
a∈R

Haをそれぞれ Gの左剰余

類分割と右剰余類分割と呼ぶ．

ここで集合の濃度について復習する．有限とは限らない集合 X と Y に対し，X と Y の濃度が同じ
（|X| = |Y |と書く）とは，集合X と Y の間に全単射写像が存在するときにいう．
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命題 6.8. Gを群とし，H を Gの部分群とする．

(1) 任意の a, b ∈ Gに対し，|aH| = |bH|である．特に，|aH| = |H|である．

(2) 任意の a, b ∈ Gに対し，|Ha| = |Hb|である．特に，|Ha| = |H|である．

(3) |G/H| = |H\G|である．

Proof. (1) 写像

f : aH → bH;x 7→ b ◦ a−1 ◦ x,　　　 g : bH → aH; y 7→ a ◦ b−1 ◦ y

を定義する．まず f が well-definedであること，つまり b ◦ a−1 ◦ x ∈ bH を確かめる．x ∈ aH より h ∈ H
を用いて x = a ◦ hと書ける．すると

b ◦ a−1 ◦ x = b ◦ a−1 ◦ a ◦ h = b ◦ e ◦ h = b ◦ h ∈ bH

であるので，f は well-definedである．同様に gも well-definedである．このとき，任意の x ∈ aH に対し，

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(b ◦ a−1 ◦ x) = a ◦ b−1 ◦ (b ◦ a−1 ◦ x) = x

であるので，g ◦ f = idaH である．同様に f ◦ g = idbH であるので gは f の逆写像である．よって f が全
単射となるので |aH| = |bH|が従う．また eH = H が容易にわかるので，
(2) (1)と同様である．
(3) 写像 ϕ : G/H → H\Gを ϕ(aH) = Ha−1 で定義する．この写像が well-definedであることを見る．

aH = bH とする．これは a ≡l bを意味する．このときHa−1 = Hb−1 となればよい．つまり a−1 ≡r b
−1

を確かめればよい．a ≡l bから b−1 ◦ a ∈ H である．H が部分群であるので，

a−1 ◦ (b−1)−1 = a−1 ◦ b = (b−1 ◦ a)−1 ∈ H

となる．よって a−1 ≡r b
−1 であるので，ϕは well-defined である．同様に， 写像 ψ : H\G → G/H を

ϕ(Ha) = a−1Hで定義すると，これはwell-definedである．このとき，ψ ◦ϕ = idG/H と ϕ◦ψ = idH\Gとな
ることが容易に確かめられるので，ψは ϕの逆写像である．よって ϕが全単射となるので |G/H| = |H\G|
が従う．

定義 6.9. 群Gと部分群H に対し，商集合の位数 |G/H| = |H\G|をGにおけるH の指数といい，
(G : H)で表す．

指数 (G : H)は有限とは限らない．一方で Gが有限群の場合は，(G : H)も有限となる．特に，次の定
理が成り立つ．

定理 6.10 (ラグランジュの定理). 有限群 Gとその部分群H に対し，

|G| = (G : H) · |H|

が成り立つ．特に，部分群H の位数は，もとの群 Gの位数の約数となる．

Proof. GのH による左剰余類分割 G =

(G:H)⊔
i=1

aiH を考えると，

|G| =
(G:H)∑
i=1

|aiH|
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となる．このとき，|aiH| = |H|であったので，

|G| =
(G:H)∑
i=1

|H| = (G : H) · |H|

が従う．

系 6.11. Gを有限群とする．このとき，任意の a ∈ Gに対し，ord(a)は |G|の約数である．

Proof. ord(a) = |〈a〉|より従う．

この系を使ってオイラーの定理が証明できる．

定理 6.12 (オイラーの定理). 自然数m ≥ 2とmと互いに素な整数 aに対して，

aϕ(m) ≡m 1

が成り立つ．

Proof. 群 ((Z/mZ)×, ·)とその元 a ∈ (Z/mZ)× を考える．示すことは，

aϕ(m) = 1

となることである．|(Z/mZ)×| = ϕ(m)であるから，ord(a)|ϕ(m)である．よって命題 4.13から

aϕ(m) = 1

が従う．

6.2 正規部分群と剰余群
群 Zとその部分群mZの剰余類 Z/mZは群となっていた．同様に，群Gとその部分群H の剰余類G/H

やH\Gに群構造を入れたい．しかし，一般のH ではうまく演算を定義できないことがある．これは群の
演算が一般に非可換である弊害である．そこで特別な部分群を定義し，その問題を解消し，この場合に群構
造を入れることを考える．

定義 6.13. Gを群とし，N をその部分群とする．任意の x ∈ N と任意の a ∈ Gに対して

a ◦ x ◦ a−1 ∈ N

が成り立つとき，N を Gの正規部分群 (normal subgroup)という．

補足 6.14. N が Gの部分群のとき，任意の x ∈ N と任意の a ∈ N ⊂ Gに対して

a ◦ x ◦ a−1 ∈ N

が成り立つため，N が正規部分群かどうか判定するときは，a ∈ G \N の場合のみチェックすればよい．

具体例を見てみよう．
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例 6.15. 3次対称群S3 とその部分群

H =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)}

を考える．このとき，
(
1 2 3

2 1 3

)
∈ H と

(
1 2 3

3 2 1

)
∈ S3 に対し，

(
1 2 3

3 2 1

)
◦

(
1 2 3

2 1 3

)
◦

(
1 2 3

3 2 1

)−1

=

(
1 2 3

3 2 1

)
◦

(
1 2 3

2 1 3

)
◦

(
1 2 3

3 2 1

)

=

(
1 2 3

3 2 1

)
◦

(
1 2 3

3 1 2

)

=

(
1 2 3

1 3 2

)
/∈ H

となるので，H は正規部分群ではない．一方で，部分群

N =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)}

は正規部分群である（確かめよ）．

以下の命題の条件を正規部分群の定義と思ってもよい．

命題 6.16. Gを群とし，N をその部分群とする．このとき，N が Gの正規部分群である必要十分
条件は任意の a ∈ Gに対し，aN = Naが成り立つことである．

Proof. （⇒）任意の a ∈ Gと a◦x ∈ aN (x ∈ N)をとる．N がGの正規部分群であるので，a◦x◦a−1 ∈ N
が成り立つ．よって

a ◦ x = (a ◦ x ◦ a−1) ◦ a ∈ Na

となるので aN ⊂ Naが従う．同様に，Na ⊂ aN が示せるので，aN = Naが成り立つ．
（⇐）任意の x ∈ N と a ∈ Gをとる．このとき，aN = Naなので，a ◦ x = y ◦ aを満たす y ∈ N が存
在する．この両辺の右から a−1 を掛けると，

a ◦ x ◦ a−1 = y ◦ a ◦ a−1 = y ∈ N

となる．よってN は Gの正規部分群である．

系 6.17. Gがアーベル群であれば，Gの任意の部分群は正規部分群となる．

N を Gの正規部分群とし，左商集合 G/N 上に演算を次のように定義する．

◦ : G/N ×G/N → G/N, (aN, bN) 7→ (a ◦ b)N.

ここで G上の演算 ◦と区別するために ◦と書いている．

命題 6.18. G/N 上の演算 ◦は well-definedである．

Proof. aN = a′N と bN = b′N をとる．このとき，(a◦b)N = (a′ ◦b′)N を示せばよい．(a◦b)◦x ∈ (a◦b)N
(x ∈ N)を任意にとる．bN = b′N と N が正規部分群であることから bN = b′N = Nb′ が成り立つ．よっ
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て b ◦ x = y ◦ b′ を満たす y ∈ N が存在する．同様の議論を a ◦ y ∈ aN ですると，a ◦ y = z ◦ a′ を満たす
z ∈ N が存在する．よって

(a ◦ b) ◦ x = a ◦ (y ◦ b′) = (z ◦ a′) ◦ b′ = z ◦ (a′ ◦ b′) ∈ N(a′ ◦ b′) = (a′ ◦ b′)N

が従う．したがって，(a ◦ b)N ⊂ (a′ ◦ b′)N が得られる．同様に，(a ◦ b)N ⊃ (a′ ◦ b′)N が示せるので，
(a ◦ b)N = (a′ ◦ b′)N となり，◦が well-definedであることがわかった．

命題 6.19. 群Gとその正規部分群N に対し，(G/N, ◦)は群となる．特に，単位元はN，aN の逆
元は a−1N である．この群 (G/N, ◦)を GのN に関する剰余群という．

Proof. (G1) ◦の結合律は ◦が結合律を満たすことから従う．
(G2) 任意の aN ∈ G/N に対し，aN ◦ N = (a ◦ e)N = aN である．同様に，N ◦ aN = aN であるの
で，単位元N ∈ G/N が存在する．
(G3) 任意の aN ∈ G/N に対し，a−1N ∈ G/N を考えると，

aN ◦ a−1N = (a ◦ a−1)N = N = a−1N ◦ aN

となるので，逆元 a−1N ∈ G/N が存在する．
以上より，(G/N, ◦)は群である．

G/N と同様に，右商集合N\G上の演算を

◦′ : N\G×N\G→ N\G; (Na,Nb) 7→ N(a ◦ b)

と定義することで，剰余群 (N\G, ◦′) も考えることができるが，この 2つの剰余群は全く同じである．

命題 6.20. 群 Gとその正規部分群N に対し，(G/N, ◦) = (N\G, ◦′)である．

Proof. 任意の a ∈ Gに対し，aN = Naから G/N = N\Gである．また任意の aN, bN ∈ G/N に対し，

aN ◦ bN = (a ◦ b)N = N(a ◦ b) = Na ◦′ Nb

より ◦と ◦′ は同じ写像（演算）である．したがって，(G/N, ◦) = (N\G, ◦′)である．．

よって剰余群を考えるときは基本 G/N を考える．

6.3 準同型定理
一般に群 G1 と G2 の間の準同型写像 f : G1 → G2 を与えたとき，f は同型写像にならない．そこで

G1, G2 と f を加工することで，G1 と G2 の「同型な部分」を見つける定理が準同型定理である．
まず G1 を加工する．Ker(f)は G1 の部分群であったが，実は正規部分群となる．

命題 6.21. Ker(f)は G1 の正規部分群である．

Proof. 任意の a ∈ G1 と n ∈ Ker(f)に対して，f(n) = e2 であるので，

f(a ◦1 n ◦1 a−1) = f(a) ◦2 f(n) ◦2 f(a−1) = f(a) ◦2 e2 ◦2 f(a−1) = f(a) ◦2 f(a−1) = e2

となり，a ◦1 n ◦1 a−1 ∈ Ker(f)が成り立つので，Ker(f)は正規部分群である．

したがって，剰余群 G/Ker(f)が定義できる．これが Im(f)と同型となることを準同型定理という．
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定理 6.22 (準同型定理). G1, G2 を群とする．任意の群準同型写像 f : G1 → G2 に対し，

f : G1/Ker(f)→ Im(f); aKer(f) 7→ f(a)

は well-definedな同型写像である．特に，f が全射の場合，G1/Ker(f) ∼= G2 が成り立つ．

Proof. N = Ker(f)とする．まず well-defined性を見る．aN = bN となる aN, bN ∈ G1/N をとる．この
とき，f(a) = f(b)を示せばよい．a = a ◦1 e1 から a = b ◦1 xとなる x ∈ N が存在する．すると

f(a) = f(aN) = f((b ◦1 x)N) = f(b ◦1 x) = f(b) ◦2 f(x) = f(b) ◦2 e2 = f(b)

となり，f が well-definedであることがわかる．
また，任意の aN, bN ∈ G1/N に対し，

f(aN ◦1 bN) = f((a ◦1 b)N) = f(a ◦1 b) = f(a) ◦2 f(b) = f(aN) ◦2 f(bN)

が成り立つので f は準同型である．
最後に f が全単射であることを見ればよい．任意の f(x) ∈ Im(f)（x ∈ G1）に対し，f(xN) = f(x)で
あるから，f は全射である．aN ∈ Ker(f)をとる．すると，

f(aN) = f(a) = e2

となるので，a ∈ N である．これは aN = N を意味する．したがって，Ker(f) = {N}となるので，f は
単射である．
以上より，f は同型写像である．

6.4 中国式剰余定理
最後に準同型定理を使って群論の言葉での中国式剰余定理を証明する．

定理 6.23 (中国式剰余定理 (群版)). m,nを互いに素な自然数とする．このとき，

Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ

である．

Proof. 写像 f : Z→ Z/mZ×Z/nZを f(x) = (x+mZ, x+nZ)で定義する．このとき f は準同型である．実
際，任意のx, y ∈ Zに対し，f(x+y) = (x+y+mZ, x+y+nZ)であるが，(x+mZ)+(y+mZ) = x+y+mZ
かつ (x+ nZ) + (y + nZ) = x+ y + nZであるので，

f(x+ y) = (x+ y +mZ, x+ y + nZ)

= ((x+mZ) + (y +mZ), (x+ nZ) + (y + nZ))

= (x+mZ, x+ nZ) ◦ (y + nZ, y + nZ) = f(x) ◦ f(y)

となる．ただし，◦は Z/mZ× Z/nZ上の演算である．
f が全射であることを示す．任意の (a+mZ, b+ nZ) ∈ Z/mZ× Z/nZをとる．m,nは互いに素なので

mx+ ny = 1を満たす整数 x, yが存在する．c = mxb+ nyaとおく．このとき，

c = mxb+ (1−mx)a = a+mx(b− a),

c = (1− ny)b+ nya = b+ ny(a− b)
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であるので，

f(c) = (c+mZ, c+ nZ) = (a+mx(b− a) +mZ, b+ ny(a− b) + nZ) = (a+mZ, b+ nZ)

が従う．よって f は全射である．
Ker(f) = mnZを示す．Ker(f) ⊃ mnZは明らか．a ∈ Ker(f)をとる．このとき，

f(a) = (a+mZ, a+ nZ) = (mZ, nZ)

である．これは a ≡m 0と a ≡n 0を意味する．また m,nは互いに素なので，これより a ≡mn 0が従う．
よって a ∈ mnZとなる．したがって，Ker(f) ⊂ mnZなので，Ker(f) = mnZがわかる．
以上より，準同型定理から

Z/mnZ = Z/Ker(f) ∼= Im(f) = Z/mZ× Z/nZ

を得る．

既約剰余類に関しても中国式剰余定理が成り立つ．

定理 6.24 (中国式剰余定理 (既約剰余類版)). m,nを互いに素な自然数とする．このとき，

(Z/mnZ)× ∼= (Z/mZ)× × (Z/nZ)×

である．

Proof. 定理 6.23の証明で定義した写像 f : Z→ Z/mZ× Z/nZから同型写像

f : Z/mnZ→ Z/mZ× Z/nZ;x+mnZ 7→ f(x) = (x+mZ, x+ nZ)

が得られる．この写像を (Z/mnZ)× に制限すると，その像は (Z/mZ)× × (Z/nZ)× に含まれる．実際，
x+mnZ ∈ (Z/mnZ)× をとると，これは gcd(x,mn) = 1であるので，gcd(x,m) = gcd(x, n) = 1である．
よって，(x+mZ, x+ nZ) ∈ (Z/mZ)× × (Z/nZ)× となる．そこで，写像 F を

F : (Z/mnZ)× → (Z/mZ)× × (Z/nZ)×;x+mnZ 7→ (x+mZ, x+ nZ)

で定義する．この写像 F が同型写像であることを示せばよい．
（準同型写像）F と f の定義は同じだが，群の演算が+ではなく ·なので準同型写像であることを確かめる
必要がある．任意の x+mnZ, y+mnZ ∈ (Z/mnZ)×をとる．このとき，(x+mnZ) ·(y+mnZ) = xy+mnZ
であった．すると

F ((x+mnZ) · (y +mnZ)) = F (xy +mnZ) = (xy +mZ, xy + nZ)

= ((x+mZ) · (y +mZ), (x+ nZ) · (y + nZ))

= (x+mZ, x+ nZ) ◦ (y +mZ, y + nZ)

= F (x+mnZ) ◦ F (y +mnZ)

である．ただし，◦は (Z/mZ)× × (Z/nZ)× 上の演算である．よって F は準同型写像である．
（単射性）f が単射なので F も単射である．
（全射性）任意の (a+mZ, b+nZ) ∈ (Z/mZ)×× (Z/nZ)×をとる．このとき，gcd(a,m) = gcd(b, n) = 1

である．定理 6.23の証明と同様に cをとると，f(c+mnZ) = (a+mZ, b+nZ)である．特に，c ≡m aかつ
c ≡n bである．すると，gcd(a,m) = gcd(b, n) = 1から gcd(c,mn) = 1が得られる．実際，gcd(m,n) = 1

から gcd(c,mn) = gcd(c,m) gcd(c, n)である．c ≡m aから整数 qを用いて c− a = mq，つまり c = mq+ a

と書けるが，
gcd(c,m) = gcd(a+mq,m) = gcd(a,m) = 1
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であり，同様に gcd(c, n) = 1も示せるので gcd(c,mn) = 1である．よって，c +mnZ ∈ (Z/mnZ)× が成
り立ち，F (x+mnZ) = (a+mZ, b+ nZ)であるので，F は全射である．

この定理を使うと次のオイラー関数の公式が得られる．

系 6.25. m,nを互いに素な自然数とする．このとき，

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)

である．
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