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1 環の定義
このテキストでは，自然数は 1以上の整数とする（すなわち，0は含まない）．また N,Z,Z≥0,Q,R,Cを
それぞれ自然数全体，整数全体，非負整数全体，有理数全体，実数全体，複素数全体の集合とする．
集合とその集合上に定義された演算との組を代数系と呼ぶ．情報数理Cでは（アーベル）群と呼ばれる代
数系を学習した．簡単に言えば，（アーベル）群は「足し算と引き算ができる集合」のことである．ただし，
引き算は「逆元の加法」として定義されるため，群の基本的な演算は実質的には加法の 1つのみである．
本講義では，この加法に加えて掛け算を備えた集合，すなわち「足し算と引き算と掛け算」ができる集合
である環を考える．

1.1 群の復習
まず半群，モノイド，群，アーベル群の定義を復習しよう．

定義 1.1.1. Gを空ではない集合，◦を G上の演算とする．次の 4つの性質を考える：

(G1) （結合律）任意の a, b, cに対し，(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)が成り立つ．

(G2) （単位元の存在）ある元 e ∈ Gが存在して，任意の a ∈ Gに対して a ◦ e = e ◦ a = aを満た
すものが存在する．このとき eを Gの ◦に関する単位元という．

(G3) （逆元の存在）任意の a ∈ Gに対して，a ◦ h = h ◦ a = eを満たす h ∈ Gが存在する．この
とき，hを aの ◦に関する逆元という．また aの逆元を a−1 と書く．

(G4) （交換律）任意の a, b ∈ Gに対し a ◦ b = b ◦ aが成り立つ．

• (G, ◦)が半群 (semigroup)であるとは (G1)を満たすときをいう．

• (G, ◦)がモノイド (monoid)であるとは (G1)と (G2)を満たすときをいう．

• (G, ◦)が群 (group)であるとは (G1)と (G2)と (G3)を満たすときをいう．

• (G, ◦)がアーベル群 (abelian group)または加法群 (additive group)であるとは (G1)と (G2)

と (G3)と (G4)を満たすときをいう．

演算が文脈から明らかなときは (G, ◦)を単にGと書いて半群，モノイド，群，アーベル群とみなす．

例えば，(N,+)は半群であるがモノイドではない．(Z≥0,+)はモノイドであるが群ではない．(Z,+)は
（アーベル）群である．この 3つの違いはなんであろうか．はじめに説明した通り，（アーベル）群は「足し
算」と「引き算」ができる集合である．Nや Z≥0では 3− 4 = −1のように，引き算をすると集合からはみ
出る可能性がある．この意味で，Nや Z≥0では引き算ができない．しかし，Zではこの問題が解消される．
これが Zだけが群になる理由である．群の定義に戻ると「引き算ができる」というのは条件 (G3)に他なら
ない．

補足 1.1.2. (1) 群の演算は基本的に「積」または「乗法」と呼ぶ．また a ◦ bを単に abと書くこともある．
さらに n ∈ Zに対し

an =



a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n 個

(n > 0)

e (n = 0)

a−1 ◦ a−1 ◦ · · · ◦ a−1︸ ︷︷ ︸
−n 個

(n < 0)
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と表記する．このとき，任意の整数 n,mに対し

an ◦ am = an+m

anm = (an)m

が成り立つことは簡単に証明できる．ただし，

(a ◦ b)n = an ◦ bn

は一般に成り立たないことに注意する（a ◦ b = b ◦ aとは限らないから）．
(2) (G, ◦)がアーベル群のとき，演算の記号は+を使うことが多い．この場合，演算は「和」または「加
法」と呼ぶ．また単位元は 0と表し，a ∈ Gに対する逆元は −aと表記する．さらに，演算「−」を

a− b := a+ (−b)

と定義することで，「引き算」が定義できる．引き算は (G3)が成り立てば定義できるが，「引き算」というと
きは基本アーベル群，つまり (G4)まで仮定する．
(3)「引き算」を定義することのメリットは方程式の移項ができることである．つまり，(G,+)がアーベ
ル群であるとき，任意の a, b, c ∈ Gに対し，a+ c = bならば a = b− cが成り立つ．

単位元に関する重要な性質を復習する．

命題 1.1.3. (1) (G, ◦)を単位元が eであるモノイドとする．a, b ∈ Gが a◦b = a (または b◦a = b)

を満たすとする．このとき，b = e (または a = e)である．特に，Gの単位元は一意である．

(2) (G, ◦)を群とする．a, b ∈ Gが a ◦ b = eを満たすとする．このとき，b = a−1かつ a = b−1で
ある．特に，任意の a ∈ Gに対し，逆元は一意的である．

Proof. (1) a ◦ b = aの両辺に左から a−1 を掛けると，

b = e ◦ b = a−1 ◦ a ◦ b = a−1 ◦ a = e

である．b ◦ a = bの場合は右から b−1 を掛けると a = eが従う．
(2) a ◦ b = eの両辺の左から a−1を掛けると b = a−1が従い，右から b−1を掛けると a = b−1が従う．

1.2 環の定義
アーベル群は「足し算」と「引き算」ができる集合であった．さらに「掛け算」ができる集合が環であ
る．それでは環の正確な定義を紹介する．

定義 1.2.1. Rを空でない集合，+Rと ·RをR上の演算とする．このとき，(R,+R, ·R)が環 (ring)

であるとは，以下の条件を満たすときにいう：

(R1) (R,+R)はアーベル群である．

(R2) (R, ·R)はモノイドである．

(R3) （分配律）任意の a, b, c ∈ Rに対し，

a ·R (b+R c) = (a ·R b) +R (a ·R c)

(a+R b) ·R c = (a ·R c) +R (b ·R c)

が成り立つ．
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演算が文脈から明らかなときは，(R,+R, ·R)を単に Rと書いて環とみなす．また演算も単に+や ·
と書く．

例えば，(Z,+, ·)は環である．これを整数環という．一方，(N,+, ·)や (Z≥0,+, ·)は環ではない．
補足 1.2.2. 環 (R,+, ·)に対し，+と ·はそれぞれ Rの加法と乗法という．命題 1.1.3からそれぞれの演算
に関する単位元が一意的に存在する．このとき，加法+に関する単位元を 0Rと表記し，これをRの零元と
いう．また乗法 ·に関する単位元を 1Rと表記し，これを Rの単位元という．考えている環が文脈から明ら
かなときは単に 0や 1と表記する．
それではもう少し環の例を見ていく．
例 1.2.3. R = {a}とする．このとき，加法 +と乗法 ·は

a+ a = a

a · a = a

と一意的に決まる．すると (R,+)と (R, ·)はともに（自明な）アーベル群である．つまり (R1)と (R2)を
満たす．さらに，

a · (a+ a) = a · a = a = a+ a = (a · a) + (a · a)

(a+ a) · a = a · a = a = a+ a = (a · a) + (a · a)

であるので (R3)が満たされる．よって，(R,+, ·)は環である．この環を零環といい，しばしば 0と略記す
る．以降，環 R 6= 0と表記すると Rは零環ではない環を意味する．
例 1.2.4. xを変数とする整数係数の（1変数）多項式全体の集合を Z[x]とする．つまり，

Z[x] =

{
d∑

i=0

aix
i : d ∈ Z≥0, a0, . . . , ad ∈ Z

}
である．このとき，通常の多項式の和と積により Z[x]は環となる．ここで零元は零多項式，単位元は 1であ
る．これをZ上の（1変数）多項式環という．Z[x]は Zに並んで重要な環の 1つである．同様に，x1, . . . , xn

を変数とする整数係数の n変数多項式全体の集合を Z[x1, . . . , xn]とすると，これも通常の多項式の和と積
により環となる．これを Z上の n変数多項式環という．実は Zだけでなく，一般の可換環 Rに対して多項
式環を定義することができる．これは後の節で詳しく見る．
例 1.2.5. R = R× Rとし，Rに加法 +R と乗法 ·R を

(a, b) +R (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) ·R (c, d) = (a · c, a · d+ b · c)

で定義する．ただし，+や ·は Rの通常の加法と乗法である．(R,+R)が (0, 0)を単位元とするアーベル群
となることは容易にわかる．つまり，(R1)を満たす．次に (R, ·R)を考える．これが結合律を満たすことの
確認は演習問題とする．任意の (a, b) ∈ Rに対し，

(a, b) ·R (1, 0) = (a · 1, a · 0 + b · 1) = (a, b)

(1, 0) ·R (a, b) = (1 · a, 1 · b+ 0 · a) = (a, b)

であるので，(R, ·R)は (1, 0)を単位元とするモノイドである．最後に分配律を確認する．任意の (a, b), (c, d), (e, f) ∈
Rに対し，

(a, b) ·R ((c, d) +R (e, f)) = (a, b) ·R (c+ e, d+ f) = (a(c+ e), a(d+ f) + b(c+ e))

= (ac+ ae, (ad+ bc) + (af + be)) = (ac, ad+ bc) +R (ae, af + be)

= ((a, b) ·R (c, d)) +R ((a, b) ·R (e, f))
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である．同様に，
((a, b) +R (c, d)) ·R (e, f) = ((a, b) ·R (e, f)) +R ((c, d) ·R (e, f))

も示せるので，(R4)を満たす．以上から，(R,+R, ·R)は零元が (0, 0)，単位元が (1, 0)となる環である．

環の定義では加法に関しては可換性を仮定していたが，乗法に関しては仮定していない．実際，乗法の可
換性を満たさない環がある．

定義 1.2.6. Rを環とする．Rが可換環 (commutative ring) であるとは，条件

(R4)（交換律）任意の a, b ∈ Rに対し，ab = baが成り立つ

を満たすときにいう．可換環ではない環を非可換環 (noncommutative ring)という．

例えば，Zや Z[x]は可換環である．非可換環の例を見る．

例 1.2.7. 整数を要素とする 2次正方行列全体の集合をM2(Z)とする．つまり，

M2(Z) =

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ Z

}

である．このとき，通常の行列の和と積によりM2(Z)は環となる．ここで零元と単位元はそれぞれ(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 1

)

である．これを Z上の階数 2の行列環という．このとき，(
1 1

0 0

)(
1 0

1 0

)
=

(
2 0

0 0

)
6=

(
1 1

1 1

)
=

(
1 0

1 0

)(
1 1

0 0

)

より (R4)は満たされない．よってM2(Z)は非可換環である．同様に，整数を要素とする n次正方行列全
体からなる集合Mn(Z)も通常の行列の和と積により環となるが，n ≥ 2であれば非可換環となる．より一
般に環 Rの元を要素とする階数 nの行列環Mn(R)が定義できる．このとき，Mn(R)が可換環となること
と n = 1かつ Rが可換環となることは同値である．

群の直積は自然な演算により再び群になった．環の直積も同様に自然な演算により環になる．Rと S を
環とする．今，直積 R× S 上の演算 +と ·を以下で定義する．

+ : (R× S)× (R× S) → R× S; ((a1, b1), (a2, b2)) 7→ (a1 +R a2, b1 +S b2),

· : (R× S)× (R× S) → R× S; ((a1, b1), (a2, b2)) 7→ (a1 ·R a2, b1 ·S b2).

命題 1.2.8. (R× S,+, ·)は加法の単位元を (0R, 0S)，乗法の単位元を (1R, 1S)とする環である．

Proof. 群の直積と同様に各演算が成分ごとに定義されているため従う．

1.3 環の性質
整数環の性質を思い出す．任意の整数 aに対し，

a · 0 = 0 · a = 0

が成り立つ．つまり，零元との積は常に零元になるという性質である．これは一般の環の場合も成り立つ．
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命題 1.3.1. Rを環とする．このとき，任意の a ∈ Rに対し，

a · 0 = 0 · a = 0

である．

Proof. 零元の性質と分配律より

a · 0 = a · (0 + 0) = (a · 0) + (a · 0)

が成り立つ．両辺に加法に関する逆元−(a · 0)を加えることで，a · 0 = 0が得られる．同様に，0 · a = 0も
示せる．

次に符号の積を考える．整数環では「マイナス」×「マイナス」=「プラス」，「マイナス」×「プラス」
=「マイナス」のような符号の計算が可能だった．一般の環でも同様の計算ができる．

命題 1.3.2. Rを環とする．任意の a, b ∈ Rに対し，

(1) (−a) · b = a · (−b) = −(a · b)

(2) (−a) · (−b) = a · b

が成り立つ．

Proof. (1) まず (−a) · b = −(a · b)を示す．この式を日本語で説明すると「(−a) · bは a · bの加法に関する
逆元である」ということである．さらに言い直すと「(−a) · bと a · bの和は 0である」ということになる．
これは

((−a) · b) + (a · b) = ((−a) + a) · b = 0 · b = 0

より成り立つ．a · (−b) = −(a · b)も同様に示せる．
(2) (1) の結果を用いて次のように示せる：

a · b = a · b+ 0

= a · b+ (−a) · 0

= a · b+ (−a) · (b+ (−b))

= a · b+ (−a · b+ (−a) · (−b))

= (a · b− a · b) + (−a) · (−b)

= 0 + (−a) · (−b) = (−a) · (−b)

最後に零環の特徴を紹介する．Rが零環のとき，零元と単位元は一致する．つまり，0 = 1となっている．
実は 0 = 1となるのは零環の場合に限る．

命題 1.3.3. Rを環とする．このとき，Rが零環であることと，0 = 1であることは同値である．

Proof. ⇒は明らかなので，⇐を示す．任意の元 a ∈ Rをとる．0 = 1の両辺の左から aをかけると

0 = a · 0 = a · 1 = a

が成り立つ．これより R = {0}となる．よって Rは零環である．
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1.4 部分環
群論において，ある群の部分構造として「部分群」を学んだ．環においても，同様に「部分環」を定義
する．
(R,+, ·)を環とする．Rの空でない部分集合 S に対して，写像

+|S : S × S → R, (a, b) 7→ a+ b, ·|S : S × S → R, (a, b) 7→ a · b

を定義する．つまり，Rの演算をS上に制限して考える．このとき，a+bや a·bがSに含まれない可能性があ
るので，+|S , ·|S が S上の演算とは限らない．もし+|S と ·|S が S上の演算になる，つまり+|S : S×S → S

と ·|S : S × S → S として定義でき，(S,+|S , ·|S)が環となるとき，S を Rの部分環（subring）という．零
環と自分自身はいつでも部分環である．
まず，部分環 S の零元や単位元，逆元が Rから引き継がれることを見る．

補題 1.4.1. Rを環とし，0 6= S を Rの部分環とする．このとき，

(1) 0R ∈ S かつ，0S = 0R である．

(2) 任意の a ∈ S に対し，aの Rでの逆元 −aは −a ∈ S を満たし，これは aの S での加法に関
する逆元である．

(3) 1R ∈ S かつ，1S = 1R．

Proof. (1) 0S の性質から
0S = 0S+|S0S = 0S + 0S

が成り立つ．すると Rにおける零元の一意性より 0R = 0S となる．
(2) aの S の中での逆元を a′ とする．このとき，(1)から

0R = a+|Sa′ = a+ a′

である．すると Rにおける逆元の一意性より a−1 = a′ となる．
(3) については，(1)と同様である．

この補題を使うことで以下の命題が示せる．この命題を部分環の定義と思ってもよい．

命題 1.4.2. (R,+, ·)を環とする．空でない部分集合 0 6= S ⊂ R が R の部分環である必要十分条
件は，次の条件をすべて満たすことである：

(S1) 任意の a, b ∈ S に対して a+ (−b) ∈ S（加法について閉じており，逆元も含む）．

(S2) 任意の a, b ∈ S に対して a · b ∈ S（乗法について閉じている）．

(S3) 1R ∈ S（単位元を含む）．

Proof. （⇒）(S,+|S , ·S)を Rの部分環とする．このとき，+|S は S 上の演算であり，補題 1.4.1の (2)か
ら (S1)が満たされる．また ·|S は S 上の演算なので，(S2)が満たされる．さらに，補題 1.4.1の (3)から
(S3)が満たされる．
（⇐）(S1)，(S2)，(S3)を満たすとする．+|S の結合律や可換律，·|S の結合律，そして分配律は元を制
限しているだけなので +と ·から自動で成り立つ．
(S1) より，任意の a ∈ S に対し，a+ (−a) = 0R ∈ S が成り立ち，さらに 0R + (−a) = −a ∈ S となる．
よって，任意の a, b ∈ Sに対し a+|Sb ∈ Sであり，+|S は S上の演算として定義でき，特に (S,+S)はアー
ベル群となる．

6



(S2) より，·|S は S 上の演算として定義でき，(S3) より 1R ∈ S なので，(S, ·|S)はモノイドである．
以上より，(S,+|S , ·|S)は環となるので S は Rの部分環である．

以降，S が環 (R,+, ·)の部分環のとき，S 上の演算 +|S と ·|S を単に +と ·で書く．

例 1.4.3. Z,Q,Rは明らかに Cの部分環である．より一般に，

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

はそれぞれ包含関係に対して部分環となる．

例 1.4.4. 偶数全体の集合を E = {2x : x ∈ Z}と書くと，これは部分環ではない．実際，(S1)と (S2)は成
り立つが，1 /∈ E なので (S3)を満たさない．
さらに，奇数全体の集合を O = {2x+ 1 : x ∈ Z}と書くと，これも部分環ではない．実際，(S2)と (S3)

は成り立つが，1 + 3 = 4 /∈ Oなので (S1)を満たさない．
実は Zは 0と Z以外に部分環を持たない．実際，0 6= Sを Zの部分環とすると，(S3)より 1 ∈ Sであり，

(S1)を繰り返し使うと S = Zがわかる．

例 1.4.5. Cの部分集合 Z[
√
−1]を

Z[
√
−1] = {a+ b

√
−1 : a, b ∈ Z}

で定義する．このとき，Z[√−1]はCの部分環である．実際，任意のa+b
√
−1, c+d

√
−1 ∈ Z[

√
−1](a, b, c, d ∈

Z)に対し，

(a+ b
√
−1) + (c+ d

√
−1) = (a+ c) + (b+ d)

√
−1

(a+ b
√
−1) · (c+ d

√
−1) = (ac− bd) + (ad+ bc)

√
−1

であり，a+b, c+d, ac−bd, ad+bc ∈ Zとなるので，(S1)と (S2)が満たされる．また 1 = 1+0
√
−1 ∈ Z[

√
−1]

なので (S3)も満たされる．よって Z[
√
−1]は Cの部分環である．この環 Z[

√
−1]をガウス整数環と呼び，

その元 a+ b
√
−1, a, b ∈ Zをガウス整数という．これは整数の概念を複素数で拡張したものである．

1.5 整域と体
次に環の中でもより良い構造を持つ環を定義する．整数環 Zの場合，ab = 0ならいつでも a = 0または

b = 0が成り立つ．しかし，一般の環ではこの性質が成り立たない場合がある．つまり，ab = 0であるが，
a = 0でも b = 0でもないことが起こり得るのである．

定義 1.5.1. R 6= 0を可換環とする．元 a 6= 0が零因子 (zero divisor)であるとは，ax = 0を満た
す元 x ∈ R \ {0}が存在するときにいう．

例 1.5.2. 例 1.2.5で定義した環 R = R× Rを考える．ここで Rの演算は

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (a · c, a · d+ b · c)

で定義される．この環の零元は (0, 0)である．このとき，

(0, 1) · (0, 1) = (0 · 0, 0 · 1 +R 1 · 0) = (0, 0)

が成り立つので，(0, 1)は Rの零因子であることがわかる．

零因子を持たない環は良い性質を持つことがあるので，そのような環に名前を付けよう．
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定義 1.5.3. 可換環R 6= 0が整域 (integral domain)であるとは，零因子を持たない，つまり任意の
a, b ∈ Rに対し，ab = 0ならば a = 0または b = 0が成り立つときにいう．対偶を考えると，a 6= 0

かつ b 6= 0ならばいつでも ab 6= 0となることと同値である．

整数環は整域である．一方，先ほどの例 1.5.2のRは零因子を持ったので，整域ではない．整域の例をも
う 1つ見る．

例 1.5.4. ガウス整数環 Z[
√
−1]は整域である．実際，x = a + b

√
−1, y = c + d

√
−1 ∈ Z[

√
−1]に対し，

xy = 0が成り立つとする．ただし，a, b, c, d ∈ Zである．x = 0または y = 0を示す．そのために，x 6= 0

としてよい．
xy = (ac− bd) + (ad+ bc)

√
−1

なので，ac− bd = 0かつ ad+ bc = 0が成り立つ．1つ目の式の両辺に aをかけて，ad = −bcを代入すると

a(ac− bd) = a2c− abd = a2c+ b2c = c(a2 + b2) = 0

となる．ここで x 6= 0より a2 + b2 6= 0が成り立つので c = 0が従う．すると bd = ad = 0が成り立つ．
d 6= 0ならば a = b = 0となり，これは x 6= 0に矛盾する．よって d = 0である．以上より，y = 0が従う
ので，Z[

√
−1]は整域である．

整域に関する重要な性質を一つ証明する．

命題 1.5.5 (簡約律). Rを整域とし a, b ∈ Rと c ∈ R \ {0}をとる．このとき，ac = bcならば a = b

が成り立つ．

Proof. ac = bcから移項と分配則により (a− b)c = 0が成り立つ．すると Rが整域なので a− b = 0または
c = 0が成り立つ．しかし，c 6= 0なので，a− b = 0，つまり a = bが従う．

この命題の性質（簡約律）は「割り算」ができれば直ちに成り立つが，一般に整域では「割り算」を定義
することができない．例えば，整数環において，4÷ 3 /∈ Zである．ここから「割り算」の定義について考
える．「引き算」の定義を思い出すと，これは加法に関する逆元を足すことで定義されていた．同様に，「割
り算」は乗法に関する逆元を掛けることで定義されると考えられるが，環の定義では，乗法に関する逆元の
存在を保証していない．実際，零元は乗法に関する逆元を必ず持たない．これは環 R 6= 0と任意の a ∈ R

に対して，
0 · a = a · 0 = 0 6= 1

が成り立つからである．そこで「割り算」を定義する際は零元を除いて考える．

定義 1.5.6. R 6= 0を可換環とする．

(1) a ∈ Rに対し，ab = 1を満たす b ∈ Rが存在するとき，aを Rの単元 (unit)または可逆元
(invertible element)という．このとき，bを aの乗法に関する逆元といい，a−1と書く．さら
に Rの単元全体の集合を R× で表す．

(2) 0以外の全ての元が単元，つまり R× = R \ {0}となる環を体 (field)という．

補足 1.5.7. Rが体であるとき，a ∈ Rと b ∈ R \ {0}に対し，

a÷ b := a · b−1

と書くことで，割り算は定義される．つまり，体とは「足し算・引き算・掛け算・割り算」の四則演算が定
義される集合ということになる．
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有理数全体の集合 Q，実数全体の集合 R，複素数の集合 Cは通常の加法と乗法に関して体となる．これ
らはそれぞれ有理数体，実数体，複素数体と呼ばれる．

例 1.5.8. 整数環 Zを考える．このとき，Z× = {±1}であるので，Z× 6= Z \ {0}となる．よって Zは体で
はない．

さてここまでで，整域と体という 2つの特別な可換環を考えたが，実はこの 2つには次のような関係が
ある．

定理 1.5.9. 体は整域である．

Proof. Rを体とする．任意の a, b ∈ Rで ab = 0を満たすものをとる．このとき，a = 0または b = 0とな
ることを示せばよい．a 6= 0と仮定してよい．Rは体であるので，a ∈ R \ {0} = R×，つまり，aは単元で
ある．よって，a−1 ∈ Rが存在する．ab = 0の両辺に a−1 をかけると b = 0が従う．以上より，Rが整域
であることがわかった．

整数環は整域だが体ではなかった．つまり，この定理の逆は一般には成り立たない．しかし，集合が有限
集合であれば逆が成り立つ．

定理 1.5.10. Rを整域とする．このとき，Rが有限集合であれば，Rは体である．

Proof. 零元でない任意の元 a ∈ Rをとる．今，写像 f : R → Rを f(x) = axで定義する．この写像が単射
であることを示す．任意の x, y ∈ Rで f(x) = f(y)となるものをとる．すると ax = ay となる．a 6= 0で
あるので簡約律から x = yが従う．よって f は単射である．すると Rが有限集合であるので，f が全単射
となることがわかる（補足 1.5.11参照）．よって f(x) = ax = 1を満たす元 x ∈ Rが存在する．つまり，a

は単元である．よって R× = R \ {0}が従うので，Rは体である．

補足 1.5.11. 証明では次の事実を使っている．有限集合 A,B と写像 f : A → B に対し，次は同値：

(1) f は全単射である．

(2) f は単射かつ |A| ≥ |B|である．

(3) f は全射かつ |A| ≤ |B|である．

Zは Qの部分環であった．このとき，Qは体であるが，Zは体ではない．つまり，一般に体の部分環は
体ではない．しかし，これは整域の場合，その性質は部分環に引き継がれる．

命題 1.5.12. Rを整域とする．このとき零環ではない Rの任意の部分環は整域である．

Proof. S を Rの零環ではない部分環とする．任意の零元ではない 0 6= x, y ∈ S をとる．Rは整域なので
xy 6= 0が従う．Rと S の零元は一致するので，これは S の中でも成り立つ．よって S は零因子を持たな
い，すなわち整域である．

したがって，先ほど，ガウス整数環 Z[
√
−1]が整域であることを定義に則って示したが，Cの部分環であ

ることからこれは直ちに従う．
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1.6 多項式環
例 1.2.4では整数係数の多項式環を考えたが，より一般に係数としてある可換環の元を考えることができ
る．可換環Rに対して，xを変数とするR係数の多項式とは，ある非負整数 d ∈ Z≥0と元 a0, a1, . . . , ad ∈ R

を用いて
d∑

i=0

aix
i = a0 + a1x+ · · ·+ adx

d

と表されるものをいう．R係数多項式全体の集合を R[x]で表す．また R[x]に加法 +と乗法 ·を以下で定
義する：２つの多項式∑d

i=0 aix
i,
∑e

i=0 bix
i ∈ R[x]に対し，(

d∑
i=0

aix
i

)
+

(
e∑

i=0

bix
i

)
=

max{d,e}∑
i=0

(ai + bi)x
i,

(
d∑

i=0

aix
i

)
·

(
e∑

i=0

bix
i

)
=

d+e∑
k=0

 ∑
i+j=k

aibj

xk,

ただし，定義されていない ai, bi は 0とする．

命題 1.6.1. 上記の演算により R[x]は零元を 0R，単位元を 1R とする可換環となる．R[x]を R上
の (1変数)多項式環という．

Proof. 演習問題とする．

通常の場合と同様に多項式の次数を定義する．

定義 1.6.2. 0でない多項式 f =
∑d

i=0 aix
i ∈ R[x]に対し，ai 6= 0となる最大の整数 iを f の次数と

いい，deg(f)で表す．また便宜上 deg(0) = −∞とする．すると定義から deg(f) ≥ 0 ⇐⇒ f 6= 0

となる．

多項式環の重要な性質としてもとの Rが整域であれば，その多項式環も整域になることである．

定理 1.6.3. Rを整域とする．

(1) f, g ∈ R[x]に対し，deg(fg) = deg(f) + deg(g)である．

(2) R[x]は整域である．

Proof. (1) f = 0または g = 0ならば両辺はともに −∞となるので主張が成り立つ．f 6= 0かつ g 6= 0を
仮定し，n = deg(f),m = deg(g)とする．f =

∑n
i=0 aix

i, g =
∑m

i=0 bix
iと表すと，an, bm 6= 0である．す

ると
fg = (anbm)xn+m + (n+m− 1次以下の多項式)

であり，Rは整域であるので，anbm 6= 0が成り立つ．よって deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g)が従う．
(2) 0でない 2つの多項式 f, g ∈ R[x]をとる．このとき，fg 6= 0が言えれば主張が従う．deg(f), deg(g) ≥ 0

と (1)より
deg(fg) = deg(f) + deg(g) ≥ 0 + 0 = 0.

よって fg 6= 0となる．
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多変数の多項式環も 1変数の場合と同様に定義できる．x1, . . . , xn を変数とする可換環 R上の n変数多
項式環をR[x1, . . . , xn]とする．一方でR[x1, . . . , xn]は次のように定義することができる．まず 1変数多項
式環 R[x1]を考える．そしてこの可換環 R[x1]上の 1変数多項式環 (R[x1])[x2]を考える．すると R[x1, x2]

の演算（和と積）の結果は (R[x1])[x2]の演算の結果と一致している．実際，R[x1, x2]の演算は x1と x2を
同時に考え，(R[x1])[x2]の演算は x2 をまず考え，続いて x1 を考えるが，結果として得られる多項式や演
算が一致するため，R[x1, x2] = (R[x1])[x2] と同一視してよい．これを続けることで R[x1, . . . , xn]は

R[x1, . . . , xn] = (R[x1, . . . , xn−1])(xn)

として定義することができる．この定義の利点は帰納法が使いやすいところである．実際，定理 1.6.3から
次の系が得られる．

系 1.6.4. Rを整域とする．このとき，R[x1, . . . , xn]は整域である．
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2 イデアルと剰余環
群論では，正規部分群によって定義される商集合に群構造が入り，それを剰余群と呼んでいた．環の場合
も同様に，ある種の部分構造を用いて「商集合」に環構造を入れることを考える．しかし，環の場合，部分
環を用いて商集合に群構造を入れることは一般にはできない．そこで，部分環とは異なる，もう 1つの環
の部分構造であるイデアルを導入する．イデアルは，剰余環を定義するために必要な条件を満たしており，
群における正規部分群のような役割を果たす．この節では，まずイデアルの定義と基本的な性質を学び，そ
れを用いて剰余環を構成する方法について説明する．

2.1 イデアル
それではイデアルを定義する．

定義 2.1.1. Rを可換環とする．部分集合 I ⊂ R が Rのイデアル (ideal) であるとは，次を満たす
ときをいう．

(1) 0 ∈ I．

(2) x, y ∈ I ならば x+ y ∈ I．

(3) x ∈ I かつ a ∈ R ならば ax ∈ I．

まず「自明」なイデアルを考える．

例 2.1.2. R 6= 0を可換環とする．このとき，{0}は Rのイデアルである．実際，

(1) 0 ∈ {0}．

(2) 0 + 0 = 0 ∈ I．

(3) 任意の a ∈ Rに対し，a · 0 = 0 ∈ I．

から従う．一方，R自身も明らかにRのイデアルである．この {0}とRをRの自明なイデアルといい，そ
れ以外のイデアルを真のイデアル (proper ideal)という．つまり，真のイデアルとは {0} ⊊ I ⊊ Rを満た
すイデアル I のことである．

命題 2.1.3. Rを可換環，I を Rのイデアルとする．このとき，次は同値である．

(1) I = R，

(2) I は単元を含む，

(3) 1 ∈ I．

Proof. (1)⇒(2)は明らかである．
(2)⇒(3)：a ∈ I をRの単元とすると，ab = 1となる b ∈ Rが存在するが，a ∈ I から ab = 1 ∈ I である．
(3)⇒(1)：I ⊂ Rは明らかである．任意の a ∈ Rをとると，1 ∈ I から a = 1 · a ∈ I であるので，R ⊂ I

が成り立つ．よって I = Rである．

それではイデアルの具体例を見ていく．整数環で考えると，イデアルというのは「倍数」の集合である．
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例 2.1.4. 整数 nに対し，nZ := {nx : x ∈ Z}とする．このとき，nZは Zのイデアルである．実際，
(1) 0 = n · 0 ∈ nZである．
(2) 任意の x, y ∈ nZをとると，ある整数 x′, y′ を使って x = nx′, y = ny′ と書ける．すると x + y =

nx′ + ny′ = n(x′ + y′)であり，x′ + y′ は整数なので x+ y ∈ nZが従う．
(3) 任意の x = nx′ ∈ nZ と a ∈ Z をとる．すると ax = a(nx′) = n(ax′) であり，ax′ は整数なので

ax ∈ nZである．
逆に，Zのどんなイデアル I もある整数 nを用いて I = nZと書ける．これは後で証明するが，この性質
が非常に重要になってくる．
例 2.1.4のイデアルの構成を拡張する．

定義 2.1.5. Rを可換環とし，n1, . . . , ns を Rの元とする．このとき，

〈n1, . . . , ns〉 =

{
s∑

i=1

aini : a1, . . . , as ∈ R

}

とおく．

例えば，例 2.1.4の nZは 〈n〉である．実はこのように構成した集合 〈n1, . . . , ns〉はいつでもイデアルに
なる．

命題 2.1.6. Rを可換環とし，n1, . . . , ns ∈ R とすると，〈n1, . . . , ns〉 は n1, . . . , nsを含むRの最小
のイデアルである．〈n1, . . . , ns〉を n1, . . . , ns ∈ R により生成されるイデアルという．

Proof. I = 〈n1, . . . , ns〉とする．まず 0 =
∑s

i=1 0 · ni だから，0 ∈ I である．次に x =
∑s

i=1 aini, y =∑s
i=1 bini ∈ I と仮定し，c ∈ R とする．このとき

x+ y =

s∑
i=1

(ai + bi)ni ∈ I,

cx =

s∑
i=1

(cai)ni ∈ I

より，I はイデアルである．
次に最小性を示す．n1, . . . , ns を含む Rの勝手なイデアルを J とする．このとき，I ⊂ J を言えばよい．
任意の x =

∑s
i=1 aini ∈ Iをとる．各 iに対し，仮定より ni ∈ J である．また J はイデアルなので aini ∈ J

である．再び J はイデアルなので，x =
∑s

i=1 aini ∈ J が従い，I ⊂ J が成り立つ．

例 2.1.7. イデアル 〈n1, . . . , ns〉は，多変数の多項式環，例えば R[x, y, z]とその多項式の連立方程式を考え
るとうまく解釈できる．f1 = xy + z2 − 2, f2 = x2 − yz, f3 = xz − y2 のとき，イデアル 〈f1, f2, f3〉は

h1f1 + h2f2 + h3f3 = h1(xy + z2 − 2) + h2(x
2 − yz) + h3(xz − y2)

と表すことのできる多項式全体の集合である．ここで，h1, h2, h3 ∈ R[x, y, z] である．今，連立方程式
f1 = f2 = f3 = 0 を考える．これらの方程式から，代数演算を用いて別の方程式を導くことができる．たと
えば，最初の方程式と h1 = x+ y+ z ∈ R[x, y, z] の積をとる，2番目の方程式と h2 = 2xz+ z3 ∈ R[x, y, z]
の積をとる．さらに 3番目の方程式と h3 = x2 − z2 ∈ R[x, y, z] の積をとる．このようにして作った式の和
をとると，

h1f1 + h2f2 + h3f3 = (x+ y + z)(xy + z2 − 2) + (2xz + z3)(x2 − yz) + (x2 − z2)(xz − y2) = 0

が成り立つ．この方程式の左辺は，まさにイデアル 〈f1, f2, f3〉 の要素になっていることに注意する．した
がって，〈f1, f2, f3〉 は連立方程式 f1 = f2 = f3 = 0を満たす，「帰結された多項式」全体からなる集合と考
えることができる．
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この講義で考えるイデアルは基本 〈n1, . . . , ns〉の形で書けるものである．このようなイデアルは有限生成
なイデアルと呼ばれる．

定義 2.1.8. R を可換環とする．イデアル I が有限生成 (finitely generated) であるとは，I =

〈n1, . . . , ns〉 となる n1, . . . , ns ∈ R が存在するときをいい，n1, . . . , ns を I の生成系 (system of

generator) という．さらに，イデアル I が 1つの元で生成される，つまり I = 〈n〉と表せるとき，I

は単項イデアル (principal ideal)という．このとき，I を nRと書くこともある．

補足 2.1.9. 自明なイデアルは単項イデアルである．実際，{0} = 〈0〉であり，R = 〈1〉である．

Zのイデアルは全て単項イデアルとなることを見よう．

定理 2.1.10. 整数環 Zの任意のイデアルは単項イデアルである．

Proof. IをZの任意のイデアルとする．I 6= 0と仮定してよい．集合N = {|a| : a ∈ I \{0}}を考えると，N
は空ではないNの部分集合である．このとき，N は最小値 d0を持つ．そこで |a| = d0を満たす a ∈ I \ {0}
をとる．I = 〈a〉となることを示す．a ∈ Iとイデアルの性質より 〈a〉 ⊂ Iが従う．そこで，x ∈ I \〈a〉が存在
したと仮定する．a 6= 0であるので，q, r ∈ Rを用いて x = aq+ rと書くことができる．ただし，r = 0また
は r < |a|である．もし r = 0ならば，x = aq ∈ 〈a〉なので仮定に矛盾する．よって r 6= 0かつ r < |a| = d0

である．しかし，これは d0の最小性に矛盾する．以上より，I = 〈a〉が従い，I は単項イデアルである．

補足 2.1.11. 情報代数 Cでは，任意の a, b ∈ Zに対して，〈a, b〉 = 〈d〉を満たす d ∈ Zが存在することを示
した．この定理はその一般化である．

それでは単項イデアルでないイデアルの例を見る．

例 2.1.12. 2変数多項式環 Z[x, y]とそのイデアル I = 〈x, y〉を考えよう．このとき I には定数が含まれな
いことに注意する．もし I が単項イデアルであれば，ある多項式 f ∈ Z[x, y]を用いて 〈f〉 = I と書ける．す
ると x, y ∈ I なので，x = fgと y = fhを満たす多項式 g, h ∈ Z[x, y]が存在するが， これから f は定数で
ないといけない．しかし，f ∈ I であり，I には定数が含まれないことに矛盾する．よって 〈x, y〉は単項イ
デアルではない．同様に，Z[x1, . . . , xn]の場合，n ≥ 2であれば 〈x1, . . . , xn〉は単項イデアルはない有限生
成イデアルである．

有限生成ではないイデアルの例を見る．

例 2.1.13. 無限変数多項式環Z[x1, x2, . . .]を考える．これは項が無限個あったり，項の中の変数が無限個ある
というのではなく，各項で使っていい変数が無限個あるということである．すると通常の多項式の和と積によ
りZ[x1, x2, . . .]は可換環となる．今，全ての変数 x1, x2, . . .を含む最小のイデアル I = 〈x1, x2, . . .〉を考える
（そのようなものが取れることは認める）．もし Iが有限生成であれば有限個の多項式 f1, . . . , fs ∈ Z[x1, x2, . . .]

を用いて I = 〈f1, . . . , fs〉とできる．f1, . . . , fsに現れる変数の中で添え字が最大のものを xk とする．する
と xk+1 /∈ 〈f1, . . . , fs〉となるが，xk+1 ∈ I に矛盾する．よって I は有限生成ではないイデアルである．

環の性質を見るために，その環に含まれるイデアル全体を考えることがある．例えば，環が体であるかど
うかは含まれるイデアルを見ることで判定できる．

命題 2.1.14. R 6= 0を可換環とする．このとき，Rが体であることと，Rが真のイデアルを持たな
いことは同値である．

Proof. （⇒）Rが体であるとし，I を {0}でない Rのイデアルとする．このとき，0 6= x ∈ I がとれるが，
Rは体であるため，x−1 ∈ Rが存在する．するとイデアルの性質から x ·x−1 = 1 ∈ Iである．これは I = R

を意味するので，Rは真のイデアルを持たない．
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（⇐） Rが体でないとする．するとある元 0 6= x ∈ Rは乗法に関する逆元を持たない．I = 〈x〉 6= {0}
とするとイデアル I は 1を含まない．実際，1を含めば ax = 1を満たす a ∈ Rが存在することとなり，こ
の場合 aは xの乗法に関する逆元となってしまうからである．よって I 6= Rとなるので，I は真のイデア
ルとなる．

最後に複数のイデアルから新たにイデアルを作る方法を見る．

定理 2.1.15. Rを可換環とし，I, J を Rのイデアルとする．このとき，集合 I ∩ J, I + J, IJ はそ
れぞれ Rのイデアルである．ただし，

I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J},

IJ :=

{
n∑

i=1

xiyi : n ∈ N, xi ∈ I, yi ∈ J(i = 1, 2, . . . , n)

}

である．

Proof. I + J が R のイデアルとなることを見る．まず I, J はイデアルなので，0 ∈ I, J である．よって
0 = 0 + 0 ∈ I + J が成り立つ．次に任意の a, b ∈ I + J をとる．このとき，x1, x2 ∈ I と y1, y2 ∈ J を使っ
て a = x1 + y1, b = x2 + y2 と書くことができる．すると

a+ b = (x1 + y1) + (x2 + y2) = (x1 + x2) + (y1 + y2)

が成り立つ．I, J はイデアルなので，x1 + x2 ∈ I, y1 + y2 ∈ J が従い，a+ b ∈ I + J がわかる．最後に任
意の a ∈ I + J と c ∈ Rをとる．このとき，x ∈ I, y ∈ J を使って a = x+ yと書ける．すると

ca = c(x+ y) = cx+ cy

が成り立つ．I, J はイデアルなので，cx ∈ I, cy ∈ J が従い，ca ∈ I + J がわかる．以上より，I + J は R

のイデアルである．
I ∩ J と IJ が Rのイデアルとなることの証明は演習問題とする．

2.2 剰余環
情報数理 Cで学習した剰余類 Z/mZを思い出す．mを自然数とする．2つの整数 x, y ∈ Zに対して，二
項関係 ≡m を

x ≡m y
def⇐⇒ x− y ∈ mZ

で定義する．整数 aに対し，x ≡m aを満たす整数全体の集合を a +mZで表し，法mに関する aの剰余
類という．つまり，

a+mZ := {x ∈ Z : x ≡m a} ⊂ Z

である．ここで 0 +mZはmZのことである．文脈からmが明らかな場合は，aと書くことが多い．つま
り，a = a+mZである．また剰余類全体の集合を Z/mZと書く．つまり，

Z/mZ = {a : a ∈ Z}

である．このとき，
Z/mZ = {0, 1, . . . ,m− 1}

である．特に，|Z/mZ| = mである．この剰余類 Z/mZは「余りの世界」であった．またmを 2以上の自
然数とし，Z/mZ上の演算 +を

+ : Z/mZ× Z/mZ −→ Z/mZ

∈ ∈

(a, b) 7−→ a+ b := a+Z b
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で定義する．ただし +Z は Z上の加法である（以降は単に +と書く）．するとこの演算は well-definedで
あり，(Z/mZ,+)はアーベル群となる．今回はさらに環の構造を入れる．今，Z/mZ上の演算 ·を

· : Z/mZ× Z/mZ −→ Z/mZ

∈ ∈

(a, b) 7−→ a · b := a ·Z b

で定義する．ただし ·Z は Z上の乗法である（以降は単に ·と書く）．するとこの演算は well-definedであ
り，(Z/mZ,+, ·)は可換環となる．
群では Z/mZを一般化し，群Gを正規部分群N で「割った」剰余群G/N が定義された．Z/mZは Zが
もとの群で，mZがその正規部分群である．環の場合も同様に剰余環というものに一般化できる．この場合，
正規部分群の代わりにイデアルを用いる．Rを可換環，I を Rのイデアルとする．R上の二項関係 ∼I を

x ∼I y
def⇐⇒ x− y ∈ I

で定義する．

命題 2.2.1. ∼I は R上の同値関係である．

Proof. （反射律）任意の x ∈ Rに対し x− x = 0 ∈ I なので，x ∼I xである．
（対称律）任意の x, y ∈ Rで x ∼I yとなるものをとる．このとき，x− y ∈ I なので，

y − x = −(x− y) = (−1)(x− y) ∈ I

が従い，y ∼I xが成り立つ．
（推移律）任意の x, y, z ∈ Rで x ∼I y, y ∼I zとなるものとる．このとき，x− y, y − z ∈ I なので，

x− z = (x− y) + (y − z) ∈ I

が従い，x ∼I zが成り立つ．
以上より ∼I は同値関係である．

Rの ∼I に関する商集合を R/∼I の代わりに R/I と書く．また x ∈ Rに対し，xの ∼I に関する同値類
を x+ I または xで表す．つまり，x+ I = x = {y ∈ R : x ∼I y}であり，

R/I = {x+ I : x ∈ R}

である．今，R/I 上に加法と乗法を

(x+ I) + (y + I) := (x+R y) + I,

(x+ I) · (y + I) := (x ·R y) + I

で定義する．ここで +R, ·R は Rの加法と乗法である．以降は単に +と ·で書く．

命題 2.2.2. R/I 上の演算 +と ·はともに well-definedであり，この演算により R/I は零元 0 + I，
単位元を 1 + I とする可換環となる．

Proof. (well-defined性) x+I = x′+I, y+I = y′+Iとなる任意のR/Iの元をとる．これは x−x′, y−y′ ∈ I

を意味する．+に関して示したいことは (x+ y) + I = (x′ + y′) + I である．これは (x+ y)− (x′ + y′) ∈ I

を示せばよいが，(x+ y)− (x′ + y′) = (x−x′)+ (y− y′)と I がイデアルであることから従う．よって+は
well-definedである．同様に ·に関して示したいことは (xy)+ I = (x′y′)+ Iである．これは xy−x′y′ ∈ Iを
示せばよいが，xy−x′y′ = x(y−y′)+y′(x−x′)と Iがイデアルであることから従う．よって ·はwell-defined

である．
(R/I,+, ·)が可換環であることの証明は演習問題とする．
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R/I は，Rの元を「Iの違いを無視して」見たときの世界を表している．特に，x, y ∈ R が x−y ∈ I を満
たすなら，xと y は「R/I の中で同じもの」として扱う．このようにして得られるR/Iの元が剰余類であり，
それらをもとにした環構造が剰余環である．例えば，R = Q[x], I = 〈x2+1〉とすると，R/I は「x2+1 = 0

が成り立つと仮定した世界」での可換環である．つまり，この環の中では，x3 は x3 = (x2 + 1)x− xなの
で，−xと思うことができる（実際は，x3 = −x）．

2.3 素イデアルと極大イデアル
イデアルと剰余環は密接な関係をもち，互いにその構造を反映し合っている．つまり，イデアルの性質を
調べれば剰余環の構造がわかり，逆に，剰余環を調べることでイデアルの性質も明らかになる．本節では，
この関係性を「剰余環が整域あるいは体になるのはどのようなときか」を通して見ていく．そのために素イ
デアルという概念を導入する．

定義 2.3.1. Rを可換環とし，I ⊊ Rを Rのイデアルとする．I が素イデアル (prime ideal)である
とは，任意の a, b ∈ I に対し，ab ∈ I ならば a ∈ I または b ∈ I が成り立つときにいう．対偶を考え
ると，a /∈ I かつ b /∈ I ならばいつでも ab /∈ I となることと同値である．

例 2.3.2. 整数環 Zとイデアル 2Zを考える．ここで 2Z ⊊ Zに注意する．もし aと bがともに奇数ならば，
abも奇数である．つまり a, b /∈ 2Zならば ab /∈ 2Zが成り立つので，2Zは素イデアルである．またイデア
ル {0}を考えると，Zは整域なので，ab = 0であれば a = 0または b = 0が成り立つので {0}は素イデア
ルである．一方，イデアル 6Zを考えると，2 · 3 = 6 ∈ 6Zであるが，2, 3 /∈ 6Zであるので，6Zは素イデア
ルではない．あとで見るが nZが素イデアルである必要十分条件は nが素数になることである．

素イデアルの定義を見ると，整域の定義に似ていることに気づくであろう．実際，剰余環を考えると素イ
デアルは整域に対応している．

定理 2.3.3. Rを可換環，I ⊊ Rを Rのイデアルとする．このとき，I が素イデアルであることと
R/I が整域であることは同値である．

Proof. （⇒）I が素イデアルであると仮定する．任意の ab+ I = 0+ I となる任意の ab+ I ∈ R/I をとる．
これは ab − 0 = ab ∈ I を意味する．I は素イデアルであるので，a ∈ I または b ∈ I が成り立つ．そこで
a ∈ I としてもよい．すると a+ I = 0 + I が成り立ち R/I が整域であることが従う．
（⇐）I が素イデアルでないと仮定する．すると ab ∈ I であるが，a ∈ I でも b ∈ I でもない元 a, b ∈ R

が存在する．これは，ab+ I = 0+ I であるが，a+ I = 0+ I でも b+ I = 0+ I でもないことを意味する．
したがって R/I が整域でないことがわかる．

次に極大イデアルの概念を導入する．

定義 2.3.4. Rを可換環とし，I ⊊ RをRのイデアルとする．I が極大イデアル (maximal ideal)で
あるとは，I を真に含むイデアルがRだけのときにいう．つまり，J が I ⊊ J ⊂ Rならば J = Rで
ある．

例 2.3.5. 整数環 Zとイデアル 2Zを考える．2Z ⊊ J ⊂ Zを満たすイデアル J をとると，2k + 1 ∈ J を満
たす整数 kが存在する．すると (2k+1)+ (−2k) = 1 ∈ J となるので，J = Rが従う．よって 2Zは極大イ
デアルである．一方，{0}や 6Zは {0} ⊊ 6Z ⊊ 2Z ⊊ Zとなるイデアルの列が存在するので，極大イデア
ルではない．

ここまでで
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• 極大イデアルかつ素イデアルの例（2Z），

• 極大イデアルではないが素イデアルである例（{0}），

• 極大イデアルでも素イデアルでもない例（6Z）

が存在したが，極大イデアルであるが素イデアルではない例は存在するのであろうか．実は極大イデアル
であればいつでも素イデアルである．

定理 2.3.6. Rを可換環とし，I ⊊ Rを Rのイデアルとする．このとき，I が極大イデアルであれ
ば，I は素イデアルである．

Proof. ab ∈ I を満たす任意の a, b ∈ Rをとる．a /∈ I のとき，J = 〈a〉+ I とおくと J は I と aの両方を含
むイデアルなので，I ⊊ J である．ここで，I は極大イデアルであったので，J = Rでなくてはいけない．
すると 1 ∈ R = J = 〈a〉+ I より，ある x ∈ Rと y ∈ I を使って 1 = ax+ yと書ける．両辺に bを掛ける
と b = abx+ byとなるが，ab, y ∈ I より b ∈ I が従う．よって I は素イデアルである．

極大イデアルも素イデアルと同様で剰余環を使って判定できる．

定理 2.3.7. Rを可換環，I ⊊ Rを Rのイデアルとする．このとき，I が極大イデアルであること
と，R/I が体であることは同値である．

Proof. （⇒）I を極大イデアルとする．a+ I 6= 0 + I を満たす任意の a+ I ∈ R/I をとる．すると a /∈ I

なので，定理 2.3.6の証明から，ある x ∈ Rと y ∈ I を使って 1 = ax+ yと書ける．すると

1 + I = (ax+ y) + I = (a+ I)(x+ I) + (y + I) = (a+ I)(x+ I) + (0 + I) = (a+ I)(x+ I)

となるので，a+ I は単元である．つまり，(R/I)× = (R/I) \ {0 + I}であるので R/I は体である．
（⇐）I ⊊ J となるイデアル J をとる．このとき，x ∈ J \ Iが存在する．x /∈ Iより x+ I 6= 0+ Iである．

A/I は体であるので，(x+ I)(y + I) = (1 + I)となる y + I ∈ A/I が存在する．このとき，1 + I = xy + I

なので，1− xy ∈ I ⊂ J である．また x ∈ J より (1− xy) + xy = 1 ∈ J となるので J = R．したがって I

は極大イデアルである．

このように剰余環の性質を調べるには，イデアルの性質を見ればいいことがわかる．この関係性を元に，
Z/nZがいつ整域や体になるかを考える．

定理 2.3.8. nを 2以上の自然数とする．このとき以下は同値である．

(1) nは素数である．

(2) Z/nZは体である．

(3) Z/nZは整域である．

この定理の証明のために，nZがいつ素イデアルや極大イデアルになるかを考える．

補題 2.3.9. nを 2以上の自然数とする．

(1) nが素数であれば nZは極大イデアル，特に素イデアルである．

(2) nが合成数であれば，nZは素イデアルではない．特に，極大イデアルではない．
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Proof. (1) nZ ⊊ Zに注意する．nZ ⊊ J ⊂ Zとなるイデアル J を考える．このとき x ∈ J \ nZが存在
する．nは素数なので gcd(x, n) = 1，よってある整数 a, bを使って 1 = ax + bnと書ける．x, n ∈ J より
1 = ax+ bn ∈ J である．よって J = Zなので nZは極大イデアルである．
(2) 仮定より 2以上の整数 a, bを使って n = abと書ける．このとき，ab ∈ nZであるが，a ∈ nZでも

b ∈ nZでもないので，nZは素イデアルではない．

それでは定理 2.3.8を証明する．

定理 2.3.8の証明. ((1)⇒(2)) nを素数とすると，補題 2.3.9の (1)より nZは極大イデアルである．よって
定理 2.3.7より Z/nZは体である．
((2)⇒(3)) これは定理 1.5.9である．
((3)⇒(1)) 対偶を考える．nを合成数とする．このとき，補題 2.3.9の (2)から nZは素イデアルではな
い．よって定理 2.3.3から Z/nZは整域ではない．
以上より，(1)～(3)は同値である．
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3 準同型写像と準同型定理
環の理論において，環同士を比較する際には，単なる集合の対応ではなく，環の構造（加法・乗法）を保
つ写像に注目する必要がある．群論において，2つの群を群として比較するために群準同型写像を導入した
ように，環でもその構造を保つ写像として環準同型写像を定義する．特に環構造が完全に一致する場合を
表す環同型写像の概念を導入し，群のときと同様に準同型定理を証明する．

3.1 準同型写像
それではまず，環準同型写像を定義する．

定義 3.1.1. R,Sを可換環とする．写像 f : R → Sが（環）準同型写像 (homomorphism)であると
は，以下の 3つの条件を満たすときにいう．

(1) 任意の x, y ∈ Rに対し，f(x+R y) = f(x) +S f(y)．

(2) 任意の x, y ∈ Rに対し，f(x ·R y) = f(x) ·S f(y)．

(3) f(1R) = 1S．

準同型写像の定義の (1)は (R,+R, 0R)と (S,+S , 0S)をアーベル群として見れば，f が群準同型写像にな
ることに他ならない．したがって，次の性質が成り立つ．

命題 3.1.2. R,S を可換環とし，f : R → S を環準同型写像とする．

(1) f(0R) = 0S．

(2) 任意の x ∈ Rに対し，f(−x) = −f(x)．

Proof. 情報数理 Cの 5.1節を参照．

一方で，定義の (2)を考えると以下が示せる．

命題 3.1.3. R,S を可換環とし，f : R → S を環準同型写像とする．もし x ∈ Rが Rの単元であれ
ば，f(x)は S の単元である．

Proof. xが Rの単元とすると，x ·R y = 1R を満たす y ∈ Rが存在する．すると，f が準同型写像である
ので，

1S = f(1R) = f(x ·R y) = f(x) ·S f(y)

が成り立つので，f(x)は S の単元である．

それでは準同型写像の例を見ていこう．

例 3.1.4. (1) 整数環 Zから剰余環 Z/nZの写像 φ : Z → Z/nZを φ(a) = aで定めると，φ は環準同型写
像である．実際，任意の a, b ∈ Z に対して，

φ(a+ b) = a+ b = a+ b = φ(a) + φ(b),

φ(ab) = ab = a · b = φ(a) · φ(b)

である．また φ(1) = 1 より，準同型写像の条件を満たす．
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より一般に，可換環 Rとそのイデアル I に対し，写像 φ : R → R/I を x 7→ xで定めると，φは環準同
型写像となる．これを自然な（全射）準同型写像という．
(2) Q[x]から Qへの写像 φ : Q[x] → Qを f 7→ f(1)（多項式に 1を代入）で定義すると，φは環準同型
写像である（確かめよ）．より，一般に，可換環Rと元 a ∈ Rに対し，写像 φ : R[x] → Rを f 7→ f(a)（多
項式に aを代入）で定義すると，φは環準同型写像である．これを代入写像という．
(3) 単位元を保たない例として，Z → Z に f(a) = 2a と定めた写像は加法と乗法の条件は満たすが，

f(1) = 2 6= 1 なので環準同型写像ではない．補足として，Zをアーベル群として見れば，f は群準同型写
像である．

群準同型写像のときと同様に，像と核を定義する．

定義 3.1.5. R,S を可換環とし，f : R → S を環準同型写像とする．元 x ∈ Rに対し，f(x)を xの
f に関する像という．また集合

Im(f) := {f(x) : x ∈ R} ⊂ S

を f の像 (image)という．一方，集合

Ker(f) := {x ∈ R : f(x) = 0R} ⊂ R

を f の核 (kernel)という．

下図のように，Ker(f)とは加法の単位元 1点に圧縮される集合のことである．

•
•

•

0R

R

Ker(f)

•
0S

S

Im(f)

f

したがって，f を群 (R,+R)から (S,+S)への群準同型写像と思えば，Ker(f)は集合として一致してい
る（Im(f)は明らかに群でも環でも一致している）．
群のときは Im(f)も Ker(f)も群構造を持っていたが，環の場合は少し役割が異なる．

命題 3.1.6. R,S を可換環とし，f : R → S を環準同型写像とする．

(1) Im(f)は S の部分環である．

(2) Ker(f)は Rのイデアルである．

Proof. (1) 任意の x, y ∈ Im(f)をとる．このとき，ある x′, y′ ∈ Rを使って x = f(x′), y = f(y′)と書ける．
すると f が準同型写像であることから

x+S y = f(x′) +S f(y′) = f(x′ +R y′),

x ·S y = f(x′) ·S f(y′) = f(x′ ·R y′)
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が得られ，x′ +R y′, x′ ·R y′ ∈ Rなので，x+S y, x ·S y ∈ Im(f)が従う．また f(1R) = 1S ∈ Im(f)である．
以上より，Im(f)は S の部分環である．
(2) f(0R) = 0S より 0R ∈ Ker(f)である．任意の x, y ∈ Ker(f)と a ∈ Rをとる．このとき，f(x) =

f(y) = 0S である．f が準同型写像であることから

f(x+R y) = f(x) +S f(y) = 0S +S 0S = 0S ,

f(a ·R x) = f(a) ·S f(x) = f(a) ·S 0S = 0S

が得られるので，x+R y, a ·R x ∈ Ker(f)が従う．以上より，Ker(f)は Rのイデアルである．

また群のときと同様で，Ker(f)から f の単射性がわかる．

命題 3.1.7. R,Sを可換環とする．環準同型写像 f : R → Sが単射である必要十分条件はKer(f) =

{0R}である．

Proof. 情報数理 Cの 5.1節を参照．

最後に Ker(f)の例を見る．

例 3.1.8. (1) 環準同型写像 φ : Z → Z/nZ; a 7→ a に対し，

Ker(f) = {a ∈ Z : f(a) = a = 0} = {a ∈ Z : a− 0 = a ∈ nZ} = nZ

である．一般に，自然な全射 φ : R → R/I に対し，Ker(φ) = I である．
(2) 環準同型写像 φ : Q[x] → Q; f 7→ f(1)に対し，

Ker(φ) = {f(x) ∈ Q[x] : f(1) = 0}

である．これは，x = 1 を代入して 0 になる多項式全体の集合であり，明らかに x− 1 を因数にもつ多項
式の集合と一致する．したがって，

Ker(φ) = 〈x− 1〉 = {(x− 1)g(x) : g(x) ∈ Q[x]}

である．このように，代入写像の核は対応する代入点を根にもつ多項式の生成するイデアルとなる．

3.2 同型写像
群のときと同様に，「同型」を定義する．これは 2つの環が「環として同じ」という意味である．

定義 3.2.1. R,S を可換環とする．写像 f : R → S が同型写像 (isomorphism)であるとは f が全単
射な環準同型写像のときにいう．Rと Sの間に同型写像が存在するとき，Rと Sは同型 (isomorphic)

であるといい，R ∼= S と書く．

補足 3.2.2. 群のときと同様で，f : R → S が同型写像のとき，f−1 : S → Rも同型写像である．

さて，同型は「環として同じ」という意味なので，同型な環は同じ代数的性質を持つ．実際，次が成り
立つ．

命題 3.2.3. Rと S を同型な可換環とし，f : R → S を同型写像とする．

(1) Rは整域である ⇐⇒ S は整域である．
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(2) Rは体である ⇐⇒ S は体である．

(3) f(R×) = S×．

Proof. (1) x ·S y = 0S を満たす任意の x, y ∈ S をとる．f は全射なので，f(x′) = x, f(y′) = y を満たす
x′, y′ ∈ Rが存在する．すると

f(x′ ·R y′) = f(x′) ·S f(y′) = x ·S y = 0S = f(0R)

が成り立つ．このとき，f は単射であるので x′ ·R y′ = 0R が従う．よって Rは整域であるので，x′ = 0R

または y′ = 0R が成り立つ．そこで，x′ = 0R としてよい．すると，

x = f(x′) = f(0R) = 0S

となるので，S は整域となる．
(2) 0S 6= x ∈ S を任意に取る．f は全射なので，f(x′) = xを満たす x′ ∈ Rが存在する．このとき，

f(x′) = x 6= 0S = f(0R)

であるので，f が単射であることから x′ 6= 0R となる．よって Rは体であるので，x′ は Rの単元である．
すると命題 3.1.3から f(x′) = xは S の単元となり，S が体になることがわかる．
(3) 命題 3.1.3から f(R×) ⊂ S×であることが従う．逆の包含関係を示すために，任意の x ∈ S×をとる．
このとき，x ·S y = 1S を満たす y ∈ S が存在する．また f が全射であるので，f(x′) = x, f(y′) = yを満た
す x′, y′ ∈ Rが存在する．すると

f(1R) = 1S = x ·S y = f(x′) ·S f(y′) = f(x′ ·R y′)

が成り立つ．よって f が単射であるので 1R = x′ ·R y′が成り立ち，x′ ∈ R×となる．これから x = f(x′) ∈
f(R×)となるので，S× ⊂ f(R×) が得られる．以上より，f(R×) = S× である．

同型と非同型の環の例を見ていこう．

例 3.2.4. (1) 実数体 R と複素数体 C を比べてみよう．同型写像 f : C → R が存在すると仮定しよう．
r = f(

√
−1)とおくと，

r2 = f(
√
−1)2 = f(−1) = −1

である．しかし，r2 = −1を満たす実数 rは存在しないので矛盾である．よって Cと Rの間には同型写像
は存在しない．よって Cと Rは同型ではない．
(2) 次の行列の集合を考える．

D =

{(
a b

−b a

)
: a, b ∈ R

}
⊂ M2(R).

このとき，DはM2(R)の可換な部分環である（M2(R)自身は非可換である）．今，写像 ϕ : C → Dを

a+ b
√
−1 7→

(
a b

−b a

)
で定義する．ただし，a, b ∈ Rである．すると，ϕは同型写像である（確かめよ）．したがって，C ∼= Dが
従う．

3.3 準同型定理
群で学習した準同型定理はそのまま環の準同型定理に拡張できる．
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定理 3.3.1 (環の準同型定理). R,S を可換環とする．任意の環準同型写像 ϕ : R → S に対し，

ϕ : R/Ker(ϕ) → Im(ϕ); a+Ker(ϕ) 7→ ϕ(a)

は well-defined な同型写像である．つまり，R/Ker(ϕ) ∼= Im(ϕ) である．特に，ϕ が全射の場合，
R/Ker(ϕ) ∼= S が成り立つ．

Proof. 群の準同型定理の証明から，示すべきことは ϕが環準同型写像であること，特に，乗法に関する性
質 (2)と乗法の単位元の性質 (3)だけである．任意の x+Ker(ϕ), y +Ker(ϕ) ∈ R/Ker(ϕ)に対し，

ϕ((x+Ker(ϕ))(y +Ker(ϕ))) = ϕ(xy +Ker(ϕ)) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x+Ker(ϕ))ϕ(y +Ker(ϕ))

である．また
ϕ(1R +Ker(ϕ)) = ϕ(1R) = 1S

であるので，証明が完了した．

準同型写像の使用例を紹介する．

例 3.3.2. Cと R[x]/〈x2 + 1〉が同型であることを見る．まず，写像 ϕ : R[x] → Cを f(x) 7→ f(
√
−1)で

定義する．これは代入写像なので準同型写像である．また ϕは全射である．実際，任意の a + b
√
−1 ∈ C

（a, b ∈ R）に対し，f(x) = a+ bx ∈ R[x]とすると，ϕ(f(x)) = f(
√
−1) = a+ b

√
−1であることから従う．

さらに Ker(ϕ) = 〈x2 + 1〉である．実際，Ker(ϕ)は√
−1（と −

√
−1）を根に持つ R[x]の多項式全体の集

合であることから従う．すると，準同型定理から

R[x]/〈x2 + 1〉 = R[x]/Ker(ϕ) ∼= C

がわかる．

3.4 中国式剰余定理
群に関する中国式剰余定理を思い出そう．

定理 3.4.1 (中国式剰余定理 (群版)). m,nを互いに素な自然数とする．このとき，「群として」

Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ

である．

「群として」と書いているのは，群では加法のみ考えていたので，乗法に関して同じ構造を持つかわから
ないからである．しかし，これは「環として」同型であると拡張できる．ここでは，中国式剰余定理をより
一般の形で証明する．まずは「互いに素」という概念をイデアルに導入する．

定義 3.4.2. Rを可換環とする．Rのイデアル I, J が I + J = Rを満たすとき，I, J は互いに素で
あるという．

m,nが互いに素な自然数であれば，mZとnZは互いに素である．実際，m,nは互いに素なので，am+bn =

1を満たす整数 a, b ∈ Zが存在する．したがって，1 ∈ mZ+ nZがわかり，mZ+ nZ = Zが従う．これを
用いて中国式剰余定理を一般化する．
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定理 3.4.3 (中国式剰余定理 (一般)). Rを可換環とし，I, J を互いに素な Rのイデアルとする．こ
のとき，

R/IJ ∼= R/I ×R/J

である．

この定理の証明のために次の補題を証明する．

補題 3.4.4. Rを可換環とし，I, J を互いに素な Rのイデアルとする．このとき，IJ = I ∩ J で
ある．

Proof. I ∩ J = (I ∩ J)R = (I ∩ J)(I + J) ⊂ IJ ⊂ I + J から従う．

定理 3.4.3の証明. 補題 3.4.4から R/IJ = R/(I ∩ J)である．今，写像 f : R/(I ∩ J) → R/I ×R/J を

x+ (I ∩ J) 7→ (x+ I, x+ J)

で定義する．これは well-definedな準同型写像である．実際，x+ (I ∩ J) = y + (I ∩ J)となる，x, y ∈ R

をとる．このとき，x− y ∈ I ∩ J である．したがって，x+ I = y+ I かつ x+ J = y+ J が成り立つ．よっ
て f(x+ (I ∩ J)) = (x+ I, x+ J) = (y + I, y + J) = f(y + (I ∩ J))なので，f は well-definedである．ま
た f が準同型写像であることは容易に示せる．
したがって，f が全単射であれば定理の主張が成り立つ．x+(I ∩J) 6= y+(I ∩J)となる，x, y ∈ Rをと
る．このとき，x−y /∈ I ∩J である．すると，x−y /∈ Iまたは x−y /∈ J が成り立つ．つまり，x+I 6= y+I

または x+ J 6= y + J が成り立つので，

f(x+ (I ∩ J)) = (x+ I, x+ J) 6= (y + I, y + J) = f(y + (I ∩ J))

である．よって，fは単射である．一方，任意の (r+I, s+J) ∈ R/I×R/Jをとる．I+J = Rからa+b = 1 ∈ R

となるa ∈ Iと b ∈ Jが存在する．このとき，x = rb+saとすると，rb+sa−r = r(1−a)+sa−r = (s−r)a ∈ I

から r + I = x+ I である．同様に，s+ J = x+ J がわかる．したがって，

f(x+ (I ∩ J)) = (x+ I, x+ J) = (r + I, s+ J)

であるので，f は全射である．
以上より，f は同型写像であるので，定理の証明が完了した．

系 3.4.5 (中国式剰余定理（環論版）). m,nを互いに素な自然数とする．このとき，「環として」

Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ

である．
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4 素因数分解と環の構造
情報数理 Cでは，次の 3つの基本的な事実を学習した：

(1) 整数に対して「余りを考慮した割り算」が常に可能（剰余の定理）．

(2) 任意の a1, . . . , an ∈ Zが生成するイデアルは，ある 1つの整数によって生成される（単項イデアル性）．

(3) 任意の整数 nは素数の積に一意的に分解できる（素因数分解の一意性）．

これらの事実の間には密接な関係がある．実際，(1) の性質から (2) が導かれ，(2) が成り立つことで (3)

も証明できる．
実は，これらの性質は整数環 Z に特有のものではなく，より一般の可換環でも類似の構造が存在する．
たとえば，多項式環 R[x] においても，剰余の定理，単項イデアル性，および因数分解の一意性が成り立つ
ことが知られている．
この節では，整数や多項式のように「余りを考慮した割り算」が可能な可換環を抽象的に定式化し，それ
らに共通する因数分解の構造を統一的に理解することを目指す．

4.1 ユークリッド整域
まず考える概念は「剰余の定理」，つまり「余りを考慮した割り算」を整域に導入することである．この
ような割り算の仕組みが備わっている整域をユークリッド整域という．

定義 4.1.1. 整域 Rと関数 δ : R \ {0} → Z≥0 が以下の条件を満たすとき，組 (R, δ)（または単に
R）をユークリッド整域といい，関数 δをユークリッド関数という：元 a ∈ Rと元 0 6= b ∈ Rに対
し，元 q, r ∈ Rで条件

(1) a = bq + r，

(2) r = 0または δ(r) < δ(b)

を満たすものが存在する．

例 4.1.2. R = Zとし δ(x) = |x|と定義すれば，δの条件は剰余の定理に他ならない．よってこの関数のも
と，Zはユークリッド整域である．

それでは体上の多項式環（例えば R[x]）がユークリッド整域となることを見ていく．これは多項式環に
対して剰余の定理が成り立つことを示せばよい．

定理 4.1.3. R を体とする．このとき，多項式 f ∈ R[x] と多項式 0 6= g ∈ R[x] に対し，多項式
q, r ∈ R[x]で条件

(1) f = gq + r，

(2) deg(r) < deg(g)

を満たすものが一意的に存在する．

Proof. g = b0 + b1x+ · · ·+ bdx
d ∈ R[x]とする．ただし，bd 6= 0である．Rは体であるので，bdは単元で

ある．つまり，b−1
d が存在する．

（存在）f = 0の場合は r = q = 0とすればよいことに注意する（deg(0) = −∞であった）．deg(g) = d = 0

の場合は q = b−1
0 gと r = 0とすれば条件を満たす．d ≥ 1かつ f 6= 0の場合を e = deg(f)に関する帰納法

で証明する．
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(i) e < dの場合は q = 0と r = gとすれば条件を満たす．特に，e = 0のときに成り立つ．
(ii) e− 1まで正しいと仮定する．(i)より e ≥ dとしてよい．今，f = a0 + a1x+ · · ·+ aex

e と表し，

h = f − aeb
−1
d gxe−d

とおく．このとき，右辺では xe の項が消えるので，deg(h) ≤ e− 1である．よって帰納法の仮定から

h = q0g + r0, deg(r0) < deg(g)

を満たす q, r ∈ R[x]が存在する．このとき，

f = h+ aeb
−1
d gxe−d = (q0 + aeb

−1
d )g + r0

であり，deg(r0) < deg(g)であったので，q0 + aeb
−1
d , r0 ∈ R[x]は f に関して (1)と (2)の条件を満たす．

よって eのときも成り立つことがわかった．
（一意性）多項式の組 (q, r)と (q′, r′)が f に関して条件 (1)と (2)を満たすとする．つまり，

f = gq + r, deg(r) < deg(g),

f = gq′ + r′, deg(r′) < deg(g)

が成り立つとする．このとき，
(q − q′)g = r′ − r

となる．q − q′ 6= 0と仮定すると，

deg(g) ≤ deg(g) + deg(q − q′) = deg(g(q − q′)) = deg(r′ − r) ≤ max(deg(r), deg(r′))

を得る．これは deg(r), deg(r′) < deg(g)に矛盾する．よって q − q′ = 0，つまり q = q′ となり，r = r′ も
成り立つ．したがって，一意性が示された．

系 4.1.4. Rを体とし，関数 δ : R[x]\{0} → Z≥0を δ(f) = deg(f)で定義する．このとき，(R[x], δ)

はユークリッド整域である．

4.2 単項イデアル整域
次に全てのイデアルが単項イデアルとなる環を考えていこう．

定義 4.2.1. Rを整域とする．Rの任意のイデアルが単項イデアル，つまり，任意のイデアル I ⊂ R

に対し，ある元 a ∈ R が存在して I = 〈a〉 = {ax : x ∈ R} と書けるとき，Rを単項イデアル整域
（Principal Ideal Domain, PID）という．

例えば，Zは単項イデアル整域である．実は，ユークリッド整域はいつでも単項イデアル整域である．

定理 4.2.2. ユークリッド整域は単項イデアル整域である．

Proof. (R, δ)を任意のユークリッド整域とし，I を Rの任意のイデアルとする．もし I = 0なら I = 〈0〉
なので単項イデアルである．よって I 6= 0と仮定してよい．このとき，元 a ∈ I \ {0}がとれることに注
意する．すると δ(I \ {0}) ⊂ Z≥0 であるので，δ(I \ {0})は最小値 d0 を持つ．そこで δ(a) = d0 を満たす
a ∈ I \ {0}をとる．
I = 〈a〉となることを示す．a ∈ I とイデアルの性質より 〈a〉 ⊂ I が従う．そこで，x ∈ I \ 〈a〉が存在し
たと仮定する．a 6= 0であり，(R, δ)がユークリッド整域であるので，q, r ∈ Rを用いて x = aq + rと書く
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ことができる．ただし，r = 0または δ(r) < δ(a)である．もし r = 0ならば，x = aq ∈ 〈a〉なので仮定に
矛盾する．よって r 6= 0かつ δ(r) < δ(a) = d0である．しかし，これは d0の最小性に矛盾する．以上より，
I = 〈a〉が従い，Rは単項イデアル整域である．

体 Rに対し，R[x]がユークリッド環となることから次の系が得られる．

系 4.2.3. Rを体とする．このとき，R[x]は単項イデアル整域である．

4.3 一意分解環
次に素因数分解を整域に導入する．まず素数の概念を拡張しよう．

定義 4.3.1. Rを整域とする．

• a, b ∈ Aに対し，aは bを割り切るとは，c ∈ Aを用いて b = acと表せるときにいい，a|bと
表す．

• a, b ∈ Rが同伴であるとは，単元 c ∈ R×を用いて b = acと書けるときにいい，a ∼ bと表す．

• 0 6= a ∈ Rが素元 (prime element)であるとは，イデアル 〈a〉が素イデアルとなるときにいう．

• 0 6= a ∈ Rが既約元であるとは，a = bcならば，bまたは cが単元となるときにいう．

次の命題を示しておく．

命題 4.3.2. Rを整域とし，0 6= a ∈ Rをとる．

(1) aが素元であれば，aは既約元である．

(2) aが単元であれば，aは素元ではない．

Proof. (1) a = bcと書けたとする．このとき，bc ∈ 〈a〉であり，〈a〉は素イデアルであるので，bまたは cは
〈a〉の元である．b ∈ 〈a〉としよう．すると x ∈ Rを用いて b = axと書ける．よって

a = bc = axc

となるので，a(1−xc) = 0が成り立つ．Rは整域であるので，a = 0または 1−xc = 0が成り立つが，a 6= 0

より 1− xc = 0，つまり xc = 1となる．これは cが単元であることを意味するので，aは既約元である．
(2) aが単元なら，a−1が存在して，1 = a · a−1 ∈ 〈a〉であり，〈a〉 = Rとなるので，〈a〉は素イデアルで
はない．よって aは素元ではない．

ここで既約元であるが素元ではない例を見ていこう．

例 4.3.3. Z[
√
−5] := {a + b

√
−5i : a, b ∈ Z}を考える．これはガウス整数環と同様で Cの部分環である．

Z[
√
−5]において，2が既約元であるが素元でないことを見る．素元でないことは，

6 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5) ∈ 〈2〉

かつ 1±
√
−5 /∈ 〈2〉であることからわかる．2が既約元であることを見ていこう．

2 = (a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5)
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と書けたとし，(a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5)がともに単元でないと仮定する．両辺の共役をとると

2 = (a− b
√
−5)(c− d

√
−5)

が得られるので，2式の両辺をそれぞれ掛けると，

4 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2)

となる．a2+5b2 = 1であれば，(a+ b
√
−5)(a− b

√
−5) = a2+5b2 = 1となるため a+ b

√
−5が単元でない

ことに矛盾する．よって，a2+5b2 6= 1である．同様に，c2+5d2 6= 1となる．すると a2+5b2 = c2+5d2 = 2

でないといけない．しかし，これを満たす a, b, c, d ∈ Zは存在しない．よって 2は既約元となる．

それでは素因数分解の概念を環に拡張しよう．

定義 4.3.4. Rを整域とする．0でも単元でもない任意の Rの元が，有限個の素元の積で表される
（素元分解を持つ）とき，Rを一意分解整域 (Unique Factorization Domain, UFD)という．

まず一意分解整域において，素元分解は一意的な表示を持つことを示そう．

定理 4.3.5. Rを一意分解整域とし，aを 0でも単元でもない a ∈ Rをとる． このとき，aの素元
分解は順番と同伴の差を除いて一意的である．つまり，素元 p1, . . . , ps, q1, . . . , qt ∈ Rを用いて

a = p1 · · · ps = q1 · · · qt

と表せたとき，s = tであり，p1, . . . , psの順番を入れ替えると任意の 1 ≤ i ≤ sに対して pi ∼ qiと
なる．

Proof. sに関する帰納法で示す．s = 1のとき，a = p1 = q1 · · · qt である．p1 は素元なので，既約元であ
る．したがって，t ≥ 2ならば，q1 または q2 · · · qt は単元となる．すると，q1 は素元であるので，q2 · · · qt
が単元となる．よってある u ∈ R× を用いて 1 = u(q2 · · · qt) = (uq2 · · · qt−1)qt と書けるが，qt が単元とな
り矛盾する．したがって t = 1であり，特に，p1 = q2 から p1 ∼ q1 である．
そこで s ≥ 2と仮定し，s− 1まで正しいとする．psは素元なので，q1 · · · qt ∈ 〈ps〉から qj ∈ 〈ps〉となる

j が存在する（演習問題）．j = tとしてよい．するとある元 u ∈ Rを用いて qt = upsと表せる．qtは既約
元であるので，uまたは ps が単元となるが，ps が素元であるので，uが単元となる．よって ps ∼ qt であ
る．また

p1 · · · ps−1ps = q1 · · · qt−1ups

であり，Rが整域かつ ps 6= 0から簡約律により

p1 · · · ps−1 = q1 · · · qt−1u = q1 · · · qt−2(uqt−1)

が得られる．帰納法の仮定により，s− 1 = t− 1，つまり s = tであり，p1, . . . , ps−1 の順番を入れ替える
と，1 ≤ i ≤ s− 2に対して，pi ∼ qi かつ ps−1 ∼ uqt−1 ∼ qt−1 となる．これに ps ∼ qt を追加することで，
定理の主張が示された．

実は単項イデアル整域であればいつでも一意分解整域である．

定理 4.3.6. 単項イデアル整域は一意分解整域である．

この証明のための準備をする．
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補題 4.3.7. Rを単項イデアル整域とする．このとき，a ∈ Rが素元であることと，aが既約元であ
ることは同値である．

Proof. aが既約元のときに，素元となることを示せばよい．そのために，〈a〉が極大イデアルとなることを
示す．〈a〉 ⊂ I ⊊ Rとなるイデアル I をとる．Rは単項イデアル整域であるので，単元ではない元 d ∈ Rを
用いて I = 〈d〉と書ける．すると a ∈ I なので，u ∈ Rを用いて a = udと書ける．このとき，aは既約元
であるので，uまたは dは単元であるが，dは単元でないので uが単元となる．よって d = au−1と書ける．
今，任意の x ∈ I をとると，ある y ∈ Rを用いて x = dyと書ける．このとき，

x = dy = (au−1)y = a(u−1y) ∈ 〈a〉

であるので 〈a〉 = I が成り立つ．よって 〈a〉は極大イデアルである．特に素イデアルとなるので，aは素元
である．

補題 4.3.8. Rを単項イデアル整域とし，Rのイデアルの無限昇鎖列

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂

を考える．このとき，ある整数 nが存在して

In = In+1 = In+2 = · · ·

となる．つまり，Rのイデアルの無限昇鎖列は必ず停止する．

Proof. I =
⋃∞

k=1 Ik とおく．このとき，I はRのイデアルである（演習問題）．Rは単項イデアル整域であ
るので，ある元 dを用いて I = 〈d〉と書ける．このとき，d ∈ I なので，ある整数 nで d ∈ Inとなるものが
存在する．よって

I = 〈d〉 ⊂ In ⊂ In+1 ⊂ In+2 ⊂ · · · ⊂ I

より，
In = In+1 = In+2 = · · ·

が従う．

それでは定理 4.3.6を証明しよう．

定理 4.3.6の証明. Rを単項イデアル整域とし，a ∈ Rを 0でも単元でもない元とする．補題 4.3.7より aが
有限個の既約元の積で表せることを示せばよい．aが有限個の既約元の積で表せないと仮定する．すると，
aは既約元ではないので，a = bcで bも cも単元とならないものが存在する．このとき，b, c 6= aである．
すると

〈a〉 ⊊ 〈b〉, 〈c〉

が成り立つ．もし bと cがともに既約元の積で表せると，aが既約元の積で表せないことに矛盾する．そこ
で a1 = bが既約元の積で表せないとする．すると同様の議論により，既約元の積で表せない元 a2 が存在
して

〈a〉 ⊊ 〈a1〉 ⊊ 〈a2〉

が成り立つ．これを繰り返すと Rのイデアルの真の無限増加列

〈a〉 ⊊ 〈a1〉 ⊊ 〈a2〉 ⊊ 〈a3〉 ⊊

が得られるが，補題 4.3.8に矛盾する．よって aが有限個の既約元の積で表せることがわかり，Rが一意分
解整域であることが従う．
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系 4.3.9. Rを体とする．このとき，R[x]は一意分解整域である．

したがって，R[x]は一意分解整域であるので，因数分解の一意性がわかる．最後に，かなり非自明な一
意分解整域の例を見る．

定理 4.3.10. ガウス整数環 Z[
√
−1]は一意分解整域である．

この証明のために，Z[
√
−1]がユークリッド整域となることを示す．そのためには，ユークリッド関数を

定義する必要がある．関数 N : Z[
√
−1] → Z≥0 を N(a + b

√
−1) = a2 + b2 で定義する．これを Z[

√
−1]

のノルムという．定義から x ∈ Z[
√
−1]に対し，N(x) = xx = |x|2 である．ここで，xは xの複素共役で

ある．このN がユークリッド関数の条件を満たしていればよい．

補題 4.3.11. x, y ∈ Z[
√
−1]（y 6= 0）に対し，

x = yq + rかつN(r) < N(y)

を満たす q, r ∈ Rが存在する．

Proof.
x

y
を実数化したとき α+β

√
−1となったとする．ここで，α, β ∈ Rである．また |α−a|, |β− b| ≤ 1

2
となる整数 a, b ∈ Zをとり，q = a+ b

√
−1とおく．このとき，q ∈ Z[

√
−1]であり，さらに∣∣∣∣xy − q

∣∣∣∣2 = (α− a)2 + (β − b)2 ≤ 1

4
+

1

4
< 1

である．r = x− yqとおくと，r ∈ Z[
√
−1]かつ x = yq + rである．すると，

N(r) = |r|2 = |x− yq|2 = |y|2 ·
∣∣∣∣xy − y

∣∣∣∣2 < |y|2 = N(y)

である．よって補題の主張が成り立つことがわかった．

したがって，この補題により，(Z[
√
−1], N)がユークリット整域となることがわかるので，定理 4.3.10が

従う．

4.4 一意分解整域上の多項式環
系 4.3.9のおかげで，R[x]が一意分解整域であることがわかったが，R[x, y]の場合はどうであろうか．他
にも Z[x]の場合はどうであろうか．R[x]や Zは体ではないため，系 4.3.9が使えない．しかし実は次の定
理からこれらが一意分解整域であることがわかる．

定理 4.4.1. Rが一意分解整域ならば，R[x]も一意分解整域である．

よって，R[x]および Zはそれぞれ一意分解整域であったので，R[x, y] = (R[x])[y]と Z[x]も一意分解整
域となることがわかる．この定理の証明には少し準備が必要である．まず，整域 Rは一般には体ではない
が，Rから体を作ることができる．例えば，Zは体ではないが，Zから Qを同値関係を使って構成してい
たことを思い出そう（情報数理 B11回目）．それを一般の整域で行う．
Rを整域とし，R∗ = R \ {0}とする．直積集合 R×R∗ 上の二項関係 ∼を以下で定義する．

(p1, q1) ∼ (p2, q2)
def⇔ p1 · q2 = p2 · q1
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この ∼は同値関係である．各 (p, q) ∈ R×R∗に対し，同値類 [(p, q)]∼を p

q
と表記し，その商集合をK と

表す．つまり，
K :=

{
p

q
: p, q ∈ R, q 6= 0

}
である．今，集合K 上に演算 +K と ·K を次で定義する：

p1
q1

+K
p2
q2

=
p1q2 + p2q1

q1q2
p1
q1

·K
p2
q2

=
p1p2
q1q2

この演算は well-definedであり，以降は単に +と ·で書く．

命題 4.4.2. K は体である．また Rの各元 a ∈ Rを a

1
∈ K と同一視することで，RはK の部分環

として見なせる．

Proof. 証明略．

整域Rに対し，上記の体K をK(R)で表し，Rの商体という．複雑に書いたが，結局，商体とは整域の
元を使って分数を作り，その分数を集めたものである．こうすることで，整域の中では乗法の逆元を持たな
い元に無理やり逆元を作ることができる．つまり，足りない乗法の逆元を加えた集合が商体である．
ここからは一意分解整域のみを考える．

定義 4.4.3. Rを一意分解整域とし，a1, . . . , an ∈ Rの少なくとも 1個は 0でないとする．

(1) d ∈ Rは，各 iに対し，d|ai を満たすとき，a1, . . . , an の公約元という．

(2) a1, . . . , anの公約元 g ∈ Rは，任意のa1, . . . , anの公約元dに対し，d|gを満たすとき，a1, . . . , an
の最大公約元といい，gcd(a1, . . . , an)で表す．

(3) gcd(a1, . . . , an) = 1のとき，a1, . . . , an は互いに素という．

まずは最大公約元がいつでも存在し，それが同伴の差を除いて一意的であることを示そう．

命題 4.4.4. Rを一意分解整域とし，a1, . . . , an ∈ Rの少なくとも 1個は 0でないとする．このと
き， gcd(a1, . . . , an)は同伴の差を除いて一意的に存在する．

Proof. a1, . . . , am 6= 0, am+1 = · · · = an = 0としてよい．Rは一意分解整域なので，各 1 ≤ i ≤ mに対し，

ai = ui

k∏
j=1

p
rij
j

と表すことができる．ただし，ui ∈ R× で p1, . . . , pk は a1 . . . , am の素元分解に現れる全ての素元である．
ai が単元の場合は単に ai = ui である．今，

g :=

k∏
j=1

p
min(r1j ,...,rmj)
j

とすると，任意の iに対し，g|ai である．また，b ∈ Rが a1, . . . , an の任意の公約元とする．このとき，

b = v

k∏
j=1

p
sj
j
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と書ける．ただし，v ∈ R× である．すると，任意の iに対し，b|ai より

sj ≤ min(r1j , . . . , rmj)

が各 j に対して成り立つ．よって b|gである．これは gcd(a1, . . . , an) = gを意味するので，存在が言えた．
最後に一意性を示す．g, g′をともに，a1, . . . , anの最大公約元とする．すると gの最大公約元の性質から

g′|g が成り立つ．したがって，ある a ∈ Rを用いて g = ag′ と書ける．同様に，g′|g も成り立つのである
b ∈ Rを用いて g′ = bgと書ける．すると，

g = ag′ = abg

であるので，乗法の単位元の一意性から ab = 1，つまり aは単元であるので，g ∼ g′ が従う．よって最大
公約元の一意性が言えた．

系 4.4.5. a1, . . . , an が互いに素であることと，gcd(a1, . . . , an)が単元であることは同値である．

それでは多項式環の話に入っていこう．

定義 4.4.6. Rを一意分解整域とする．多項式 f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x]が原始的であると

は，gcd(a0, . . . , an) = 1となるときにいう．

原始的多項式について次の命題を証明する．

命題 4.4.7 (ガウスの補題). R を一意分解整域，K = K(R)，f = a0 + a1x + · · · + anx
n, g =

b0 + b1x+ · · ·+ bmxm ∈ R[x]とする．

(1) f, gが原始的なら fgも原始的である．

(2) f が原始的であり，多項式環K[x]において f |gならば，R[x]においても f |gである．

Proof. (1) fg が原始的でないなら，fg の係数の最大公約元は単元ではない，つまり Rの素元 pを選んで
fg の全ての係数を割ることができる．一方，f は原始的であるので，a0, . . . , an の中で pで割り切れない
ものが存在する．そのうち添え字が最小なものを rとする．同様に，b0, . . . , bmの中で pで割り切れないも
ののうち添え字が最小なものを sとする．今，fgの r + s次の係数を考えると

a0br+s + · · ·+ ar−1bs+1 + arbs + ar+1bs−1 + · · ·+ ar+sb0

である．ただし，定義されていない ai, bj は 0とする．このとき，r, sの定義から arbsを除いて，全ての項
は pで割り切れる．しかし，pは素元であるので arbs は pで割り切れない．したがって，この係数は pで
割り切れなくなり矛盾する．よって fgは原始的である．
(2) g 6= 0としてよい．仮定から

h =
p0
q0

+
p0
q1

x+ · · ·+ pℓ
qℓ
xℓ ∈ K[x], pi, qj ∈ R, qj 6= 0

を用いて g = fhと書ける．この hが R[x]の多項式として見なせることがわかればよい．c = q1 · · · qℓとす
ると，chは R[x]の多項式として見なせることができる．この chの係数の最大公約元を dとする．このと
き，ch = dtとなる t ∈ R[x]がとれ，tは原始的である．(1)から ftは原始的であるので，cg = cfh = dft

から dは dftの係数の最大公約元であり，cが dftの係数の公約元であることがわかる．すると，c|dが得
られるので，h =

d

c
t ∈ A[x]が従う．

それでは定理 4.4.1を示す．
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定理 4.4.1の証明. 定数ではない原始的多項式 f ∈ R[x]が R[x]において素元分解を持つことを示せば十分
である．実際，原始的でない多項式は原始的多項式に素元がかけられているだけである．
K = K(R)とすると，系 4.3.9よりK[x]は一意分解整域である．すると f はK[x]の多項式として素元
分解

f = h1 · · ·hn, hi ∈ K[x]

を持つ．各 iに対し，ci を hi の係数の分母の積とし，cihi ∈ R[x]の係数の最大公約元を di とすれば，原
始的多項式 fi ∈ R[x]を選んで，cihi = difi となるようにできる．したがって

f ·
n∏

i=1

ci =

n∏
i=1

di ·
n∏

i=1

fi

である．fi は全て原始的であるので，ガウスの補題 (1) から ∏n
i=1 fi も原始的であり，d :=

∏n
i=1 di が∏n

i=1 di ·
∏n

i=1 fiの係数の最大公約元となる．一方，f は原始的であるから，c :=
∏n

i=1 ciは f ·
∏n

i=1 ciの
係数の最大公約元である．すると，c, dは Rの元として同伴であるので，単元 u ∈ R× を用いて d = ucと
書ける．したがって，fc = uc

∏n
i=1 fi となるが，R[x]は整域なので，簡約律から f = u

∏n
i=1 fi が得られ

る．したがって，各 fiが R[x]において素元であれば f は R[x]において素元分解を持つことになり証明が
終了する．fiと hiはK[x]において同伴であるので，K[x]のイデアルとして等式 fiK[x] = hiK[x]を得る．
よって hi がK[x]の素元であることから fi もK[x]の素元である．今，I = fiR[x]とし，ab ∈ I を満たす
a, b ∈ R[x]をとる．このとき，R[x]（およびK[x]）において fi|abであるが，(I ⊂)fiK[x]が素イデアルで
あるので，K[x]において fi|aまたは fi|bが成り立つ．fi|aとしよう．するとガウスの補題 (2)よりR[x]に
おいても fi|aである．したがって I が素イデアルであることがわかったので，fiはR[x]において素元であ
る．

4.5 環の階層構造
ここまでの議論から，次のような整域の階層関係が成り立つことがわかった：

ユークリッド整域 ⇒ 単項イデアル整域 ⇒ 一意分解整域（⇒ 整域）

このような階層構造を理解する上で重要なのは，「逆が成り立つかどうか」を検討することである．すな
わち，2つの概念の間に真の包含関係があるのか，それとも同値であるのかを見極めるためには，次のよう
な「反例」を探すことが鍵となる：

(1) 一意分解整域ではない整域，

(2) 単項イデアル整域ではない一意分解整域，

(3) ユークリッド整域ではない単項イデアル整域．

このうち，(1) の例としては Z[
√
−5] がよく知られており，(2) の例には R[x, y] が挙げられる．いずれ

も実際に多項式やイデアルを扱ってみることで，これらの環が該当することを確認できる．
しかし，(3) のように「ユークリッド整域ではない単項イデアル整域」の例を見つけることは非常に困難
である．実際，そのような例として最も有名なのが，次の複素数体 C の部分環である：

R = Z
[
1 +

√
−19

2

]
:=

{
a+ b

1 +
√
−19

2
: a, b ∈ Z

}
この環 R は単項イデアル整域であるが，ユークリッド整域ではないことが知られている．ただし，その
証明は代数的整数論やイデアル類群の理論を要し，本講義の範囲を超えるため，ここでは紹介のみにとど
める．
このように，反例の存在を通じて構造の違いを把握することは，可換環論の理解を深めるうえで非常に有
用である．
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